Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



COMPLÉMENT 



1 ! 



TE I K 



GEOMETRIE ANALYTIQUE 



DK 



MM- BRIOT ET BOUQUET. 



LEÇONS FAITES 

VXn M. BRIOT, A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, 
ET RÉDIGÉES PAR SES ÉLÈVES. 



i<c>^c5^- 



I 



i 



PARIS 

DUNOD, ÉDITEUR 

LIBRAIRE DES COUPS IMPÉRIAUX DES PONTS ET CIIAUSfiÉES ET DES MINES, 

Quai ihs Augnstins, W. 



1 864 



..*■»*■■ 



^ 




* t w 



/^f 



/ 



COMPLÉMENT 



DS LA 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



\ 



>] l\1^6X 



v^> 



l\a. \^(yh 



y 






Paris. — Imprimé par E. Thunot et C'*, rue RaciD<>, 26. 



T-' ■ T 



COMPLÉMENT 



DE LA 



GÉOMÉTRIE ANALYTIOUE 



DE 



MM. BRIOT ET BOUQUET. 



LEÇONS FAITES 

PAR M. BRIOT, A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, 
ET RÉDIGÉES PAR SES ÉLÈVES. 



6«3»o»0- 



PARIS 

DUNOD, ÉDITEUR 

libraihe des corps impériaux des ponts et chaussées et des mines, 

Quai des Augustins, h9. 



1864 



r 



\-%. 



• a*Ni»* • t •* 






VJ. 



Dl', i\\ h. 



!:* 



AVERTISSEMENT 



L'année dernière, à FÉcole normale supérieure, 
j'ai consacré quelques conférences à donner aux 
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moderne. Les élèves ont recueilli et mis en ordre 
ces entretiens, et de leur travail commun est résulté 
ce petit livre, que je les ai engagés à publier, espé- 
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pression. 

BRIOT. 
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CHAPITBE I. 



iiapport ctnli.aniLOiiique* 



RAPPORT ÂNUARMONIQCE DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE. 

1. — On appelle rapport anharmonique de quatre points en 
ligne droite, le quotient du rapport des distances de deux 
quelconques de ces points au troisième, divisé par le rapport 
des distances de ces deux mêmes points au quatrième. Ces dis- 
tances sont comptées à partir des premiers points et affectées 
du SHgne + ou du signe — suivant leur sens. , 

Soient a, (, c, d (fig. i) quatre 
^* h c S points en ligne droite, le rapport 

Flg. i. 

OC ^ ad 

bc^bd 

1 
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est un rapport anharmonique) il m est de même des rapports 

ad ^ ab 

ab ^ ac 
dé 'Te' 

et des rapports inverses des trois précédents. 

Il faut remarquer, dans l'expression de la distance de deux 
points, que l'interversion des lettres indique un changement 
de sens et correspond à un changement de signe. Ainsi 

cb = — bc. 

2* — Quand on connaît un des rapports anharmoniques de 
quatre points, on en peut déduire les deux autres. En effet, 
soient u, v, to, ces trois rapports, si on les exprime au moyen 
des trois longueurs 

on trouve 

(r—q)p 
{p — r)q 

et si, partant de l'expression de w, on calcule i — u, on arrive â 



1~M=-, 



1 

V 

ce qui donne 

1 



i — u' 



résultat d'où l'on déduit, par permutaticHi, 

1 



1 — V 

1 

M=:— : . 

1— rO^ 



Ces trois formules montrent que la connaissance d'un dm rap- 
ports u, V, to entraîme c^Ue àes deiix autres, et ^ en résulte 
que, si deux systèmes de quatre points, situés sur deux lignes 
droites, ont un de leurs rapports enharmoniques ^mmun, ils 
ont tous les autres également communs. 

2. — Si l'un des quatre peints s'âoigne indéfiniment, chaque 
rapport anharmonique se réduit au rapport des distances de 
deux des autres points au troisième, et l'on a 

ac cb ab 

oc ab ac 

m 

4. — lusqu'id i'o» n'a consid^ que des droites et* des 
points réeis ; mais il «st utile d'étendre ce qui précède aux 
droites et aux points imaginaires. 

On ssdt qu'à deux valeurs réelles deç coordonnées a? et y cor- 
respond un point réel ; par analogie, on dit qu'à deux valeurs 
ûpa^naires de ces coordanaées, cprrei^paDd ub poiat ioiagi- 
nsdre ; et l'on appelle points imaginaires conjugués, ceux dont 
les abscisses, ainsi que les ordonnées, sont des quantités ima- 
ginsûres conjuguées. 

Une équation du premier degré 

Ax+By+G=o, 

àcoefficimts réds, est v^liée parles coordonnées d^une infinité 
de points réels, àmA le iieu est une droite; mais elle mt aussi 
vérifiée par ui^ mfimté de syst^es de valeurs ima^naires de x 
et de y, et, si r<Hi attribee à x deux valeurs ima^aires conju- 
guées, Ips âeax vaiesrs cwrespondantes de y sont aussi conju- 
guées. On cdt, en craséquence, que cette équation représente 
v&e droite réelle, et <pB cette droite contient une infinité de 
peints i<Biagi]9»ires 'Conjugués deux à deux. 

Par analogie, on dit qu'une équation du premier degré, à 
coeflfidents imaginaires, représente une droite imaginaire. 11 est 
à rem^qu^ qu'une 4£Ue droite passe pr qb peint réel. Soit, 
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en effet, 

(A' + A''t)x+(B'+B'ï)y+(C'+C"t)=ro, 
ou 

(A'x + B'y + C') + t{A"a: + B''y + C'')=o, 

l'équation d'une droite imaginaire. Cette équation est vérifiée 
par les coordonnées du point d'intersection des deux droites 
réelles 

^ A'a? + B'y + C'=o, 

A''x + B«'y + C''=o. 

5., — Sur une droite réelle, on distingue deux directions ; 
on peut faire la même distinction pour les droites imaginaires. 
Soit 

Ax + By-f C=o, 

rél}uation d'une droite, x^y y^ les coordonnées d'un point de 
cette droite, on a 

A(x— Xo) + B{y-yo)=:o, 
ou bien 

""7~ ~' 

et l'on peut supposer a* + 6* = i ; car, si cette égalité n'avait 
pas lieu, il sufiirait, pour l'obtenir, de diviser a et 6 par un 
même facteur. Or, danà le cas d'une droite réelle, a et 6 sont 
les cosinus des angles de la droite avec les axes coordonnés, 
et ces cosinus changent de signe avec la direction que l'on 
considère, de telle sorte que les deux systèmes de valeurs a et 6, 
— a et — 6 , déterminent les deux directions de la droite. Pour 
les droites imaginaires, on dira de même que a et 6 déter- 
minent l'une des directions, et que — d et —-6 déterminent 
l'autre. 

6, — On sait que^ dans le cas d'une droite réelle, si a et 6 



\ 



t 



■ i 
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sont pris avec les signes qui conviennent à la cUrection suivant 

laquelle se compte la distance p^,^ du point 
* * x^y^ au point x^y^ (fig. s) « cette distance , 
avec son signe, est donnée par la fonnule 



PoM — — :: — — — r-*" 




Fig. «. 



Il en sera de même pour la distance de deux points imagi- 
naires appartenant à une droite réelle ou imaginaire, et il est 
évident que cette expression peut être prise pour définition de 
cette distance. On tirerait bien, de la formule précédente 

comme dans le cas de deux points réels; mais cette seconde 
expression a le désavantage de ne pas donner le signe de p^,^. 

Les longueurs imaginaires s'ajoutent et se retranchent comme 
les longueurs réelles ; ainsi 

Po*f = Po»i + PiV ^ 

Cela résulte immédiatement des expressions 



Po,t — j— , 

_^t— ^i_yt— yt 



Pi>t = 



a 



b ' 



PoM - - -i- 



b ' • 



7. — La distance de deux points ima^naires étant définie 
ainsi en grandeur et en signe, les rapports anharmoniques de 
quatre points imaginaires en ligne droite se peuvent définir 
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«MriM «eux de quitta poiiits réels, et l'on Tose que 

M = ^ • fe» ■ 
Pi>i ■ p.)i' 

„ _ Po'i . Pmi 
P... ■ P»..' 

y, _ PoM . PflM 
PsM * Pj'i" 

sfflrt tes titppofW iuifotftfioiH^aeii dés quatre points x^ et v„ , 

La relation v = , se démontrerwt de la même façon 

que pour des points réels, 

BAPFOKT ANHARMOmQUB d'DN FilSCEAD DE QUATRE DROITES 
PASSANT PAR m UtUE POIHT. 

8. —Soient OA, OB, OC, OD (fig. 5), un système de quatre 
droites issues d'un même point 0. Cou- 
pons-les par wie sécante a, b, c, d. II est 
facile de voir que le rapport anhannonique 

ac ^ ad 
bc 'W 

Fig. 3. 

est constant, c'estrà-dire indépendant de la position de la sé- 
cante. 

Pour le démontrer, menons OA perpendiculidre à a6; puisque 
chacune des expressions ocxOft, OaxOcxsin AOC, repré- 
sente le double de l'aire du triangle aOc, on a 

acx0A = 0()X0eX8in AOC, 



OaxOcxsin AOC 
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De cette expression, et de celles qu'on en déduit pour 6c, ad, 
5d, on tire 

ae ^ ad Oa.Oe.Ob.Od sin AOC ^ sin AOD 
bc • M"'06.0c.0a.0d*siQ BOC* sin BOD*' 
ou 

ac ^ ad __s\n AOC ^ sin AOD ^ 

Âê • W ^ «nBOC * sinBOD' 

ce qui démontre la proposition. 
Ce rapport 



ou 





ae , 
F* 


ad 
bd' 


sin 


AOC 


an AOD 

• 


sin 


60C 


'siùBOD 



est l'un des troiâ rapports anharinoniques du faisceau. 

Dans l'expression de ce tapport les ahgles sont pris avec le 
signe -f ou le signe — suivant le sens dans lequel ils sont 
comptés. 

9. — Proposons-nous maintenant de trouver l'expression 
analytique de ces rapports, lorsque les droites sont données par 
leurs équations. 

Soient 

A= o, 
B= o, 

les équations des deux premières droites ; on peut mettre celles 
des deux autres sous la forme 

A— fcB = o, 
A — i'B=o. 

Mais l'équation d'une droite peut toujours s'écrire 



} 
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aeib satisfiûsant à la concUtion 

et alors le premier membre 

est la distance du point x,y du plan à cette droite, distance 
pme avec le signe — ou le signe + suivant que le point et 
Tori^e sont du même côté ou bien de part et d'autre de la 
droite. 
Soient donc 

A=ma, 

Considérons un point' M, (a;,y), de la droite OC, et abmssons 

de ce point une perpendiculsdre HP sur OA, 
et une perpendiculaire MQ sur OB, on aura 

MQ = p; 

et comme 

MP_ 8inA0C 
MQ"'sinBOC' 




on en conclura 



sin AOC a An 



8inB0C^p""Bm' 
Mais le point M appartenant à la ligne OC , on a 



d'où 






sin AOC ,n 

sinBOC"" m' 
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On arriverait de même à l'égalité 

sin AOD ^ n 

sinBOD"^ m' 

et il en résulte que le ntpport anharmonique dierché est égal à 

10. — Si 

« = o, 

P = o, 

sont les équations de deux droites passant par le point 0, msds 
n'appartenant pas au faisceau, les équations des droites du 
faisceau sont de la forme 

a — *,p = o, 
a — A,p = o, 

» — M = o, 
a — Ajp = a. 



Or, si nous posons 



ce qui donne 



«_*,p=a', 






a 



les équations des deux dendëres droites deviennent 

k k 



a' 



k * 
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et alors les quatre droites du fsdsceau ont des équatioBs de la 
forme 

A = 0, 

B = o, 

A — *B = d, 

A — ii'B = o. 

11 en résulte que nous pouvons appliquer le résultat trouvé 
précédemment fn* 8) pour obtenir l'expression du rapport 
anbarmonique. Nous trouvons ainsi que ce rapport est 

^0 — ^f . K """ '^t 

11. — Tout ce qui précède suppose le faisceau composé de 
droites réelles; voici une démonstration plus générale qui s'ap- 
plique aux fsdsceaux imaginaires. 

Prenons pour origine le point 0, ce qui signifie, si ce point est 
imaginaire, que l'on pose x = a?^^ + a?', y = y^ -}- y', et qu'on 
substitue les valeurs qu'on vient d'écrire dans les équations des 
quatre droites. 



Soient alors 



«o^4-*oy = <>^ 



ou 



JL. — L 
l'équation de la première droite, et 



a? _ y 



-6,-«,' 




X y 


\ 




» 
( t 
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les équaticms des antres droites. On peut y supposer 

Gela fait, soit 

une équation dont les coc^eiwta m et n antisliDfit à la Irel»- 
tion fn* + n* = i^ et qui représente une sécante ooupaot les 
droites du fEosceau aux points x^, et y^, x^ et y^^ x, et y,, x, 
et y,. Si Ton désigne par l^, ï,, ï, les distances respectives de 
ces points au point 0, on a 



—A «0 

et si l'on cherdie l'expression de la distance p,,, du point â?,,y, 
au point x^,y^ , on trouve 

_ g,— a;. _ y, —y, _ (y,— y,) ar,— (a;.— g,)y, 

ou bien 

Po>» — p 

On trouVerfdt de même 

Pu, ^ , 

P-»^^ F"^* 

„ («t^,— 6ia,)V, 

PiM -• 



n 
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De ces expressions, on déduit que le rapport anharmonique 
cherché est 

On voit que cette valeur est indépendante de la position de 
la sécante, et que, lorsque toutes les droites sont réelles, elle 
n'est autre chose que 

sin AOC , sin AOD 
sin BOG • sin BOD* 

12. — Dans le cas d'un faisceau réel, nous avons trouvé que 
le rapport anharmonique est égal à p, lorsque les quatre droites 
ont pour équations 

A = o, 

B = o, 
A — *B = o, 
A-i!:'B = o. 

On trouve la même expression dans le cas d'un faisceau 
imaginaire. Soient, en effet, 

P=ûi^ + *iy — Pi = o, 
« — *P = K — *ûi)ar + (6o — *Ai)y— (Po — *Pt) = o, 

les équations des droites. 

En transportant l'origine au point de concours de ces droites, 
on ne change pas les coefficients de x et de y dans leurs équa- 
tions; par conséquent, l'expression du rapport anharmonique 
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du faisceau est, d'après ce qui précède (n* 1 1), 

expression qui , par la suppresâon des facteurs communs aux 
deux termes de chaque rapport « se réduit à 

L'expression 

k _Jt k k 

K^ — A:, *t — k^ 

se déduisant de la précédente p, dans le cas d'un fsdsceau 

réel, par des calculs purement algébriques, s'étend, sans mo- 
dification , au cas d'un fsdsceau imaginsûre. 

PROPORTION HARMONIQUE. 

13. — Lorsque l'un des rapports anharmoniques de quatre 
points en ligne droite est égal à — i , les deux autres sont 

égaux à - et à 2 ; les trois inverses sont égaux aux précé- 
dents. Dans ce cas, on dit que les quatre points forment un sys- 
tème harmonique. 

Ainsi les quatre points a^b^ c^ d (fig. 5) forment un système 

harmonique si l'on a 



-•— •- 



oc b o 

« . OC ad 

Kg. 5. — • — = — 1 . 



Les deux points c et d sont dits conji^uis harmoniques par 
rapport aux deux points a et 6. 



Les deux points c et d divisenjb }a droite éb d^^ns ]e même rap- 
port , car on a 

«c ûd 

Kédproquepseqt , lorsque deux points c et d <fivisent um 
droite ab dans le même rapport, ces deux pioiats sont conjugués 
harmoniques par rapport aux extrémités a et 6 de cette droite. 

Il est évident que si le point d s'éloigne à l'infini, le point c 
tend vers le milieu o de la droite ab. 

14. — La moitié d'une droite est njoyenne proportionnelle 
entre les distances du ipilieu de cette dfoite à deux points qui 
forment avec ses extrémités un système harmonique. 

En effet, de l'égalité 





ac ad 


on déduit 




- 


ac cb 
ad^bd' 


^ , par suite , 






ac-\-cb ac ^cb 




ad+bd^ad-^bd^ 


ou bien 




^ 


aob 20C 




2od aob ' 


ce qui donne enfin 






ob^ssbcxod. 



Réciproquement, si deux points c et d de la droite ab sont tels 
que ob^ = ocxod, ces points sont conjugués harmoniques 
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par rapport aux points a et 6. Il suffit , pour le démontrer, de 
reprendre, en ordre inverse, les égalités qui précèdent. 

15. — Dans la proportion harmonique 

ac ad 

ou 

ac ,bd = ci tOclf 

introduisons les distances du point a aux txois autres; nous 
trouvons 

ac.{ad — ab) = (ah — ac) ad 
ou . 

200 . arf = ai (a|^-|- ad) , 

ce qui donne, en divisant par ab. ac. ad, 

alf ac ad 

Cette égalité permet de calculer une des trois distances ab^ 
acy ad, lorsqu'on connaît les deux autres. 

16. — Quand, dans un faisceau de quatre droites issues d'un 
même point , Fun des rapports abharmcmiques «st égal à — i , 
on dit que le faisceau est un faisceau harmonique. 

6i, par exemple, dans le faisceau des droites OA, OB, OC, OD 

(fig. 6) , on a 



sinAOC _ rfnAOD _ 
sinBOC^sinBOD"" *' 



Fig. 6. œ fai3ceaj^ esi un faisceau harmonique. 

Il résulte de cette définition qu'un tel faisceau détermine, sur 
une décante qu^deonque, un système de quatre points, a, 6, c, d, 
en proportion harmonique. 




" 1 
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17. — Soient 

p = o, 

les équations des droites OÂ, OB ; celles des droites OG, OD sont 
de la forme 

et le rapport anharmonique du faisceau a pour expression 

(n* 9) , 

k 

Si Ton suppose que les quatre droites forment un faisceau 
harmonique, on a 






et, par conséquent, les droites OC, OD ont pour équations 

/ a — ip = o, 

/ X a — *p = o. 

Ces deux droites OC, OD qui déterminent sur une sécante 
quelconque deux points c, d, conjugués harmoniques des points 
a, b, sont dites pour cette raison conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites OA, OB. 

Les équations des droites.pc , OD montrent que si Tune de 
ces droites est bissectrice de l'angle AOB, l'autre est bissectrice 
de l'angle supplémentaire, et fait par suite un angle droit avec 
la première. 

Tlié^rèiiie I. 

18. — Chaque diajmale d'un quadrilatère complet est divisée 
harmoniquement par les deux autres. 
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On appelle quadrilatère complet un système de quatre droites 
indéfinies , qui se coupent. 

Le quadrilatère complet formé par les droites o(, oi^ ad^ be 

(fig. 7) , a pour diagonales les trois lignes 
ofc, ac^ bd. Il s'agit de démontrer que les 
points ft et gf, où la diagonale bd est 
coupée par les deux autres, sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux points 
b et d, ou que les quatre droites ofr, oh, od^ 

^ t>g forment un faisceau harmonique. 

Fig. 7. 

Soient 

a = o, p = o, T=o, 

les équations des droites o&, oc^ ac; et 

a + wi? + '^ï = ^ 

l'équation de la droite bd. 

L'équation de la droite ogf, qui passe par le point o, intersec- 
tion des droites ob et od, et par le point g^ intersection des 
droites ac et (d, est évidemment 

(1) a-[-m'p=o. 

Pour trouver l'équation de la droite oft, remarquons que cette 
droite passe par le point ft, intersection des droites ad et &c, qui 
ont pour équations 

a-j-nY = o et m^-^ nr{ =^0. 

Ces dernières équations, retranchées membre à membre, 
donnent l'équation 

(a) a — mp=o 

qui représente une droite passant par le point k et aussi par le 
point ; c'est donc l'équation de la droite oh. 




Fig. 8. 
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Les é(}tiàtions (i) et (2) représentent des droites conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites ob et od. Donc les points h 
et g sont conjugués harmoniques par rapport aux points b et d. 

19. — Il résulte du théorème précédent un procédé géomé- 
trique simple pour construire le conjugué harmonique d'un 
point donné c par rapport à deux autres points donnés a et 6. 

On joint les points a , c , 6 à un point quelconque (fig. 8) ; 

on prend sur oc un point quel- 
conque e ; on mène la droite ae 
qui coupe ob en f, la droite be 
qui coupe oa en g : le point d, 
où la droite (//rencontre la droite 
a6, est le point cherché. 
En effet , la droite ab est une diagonale du quadrilatère com- 
plet agofbe^ et, par conséquent, elle est divisée harmoniquement 
par les deux autres diagonales , de, gd. 

20. — Si Ton remarque que les droites oc^ df, bg sont trois 
droite menées par les sommets dû triangle àob et se coupant en 
un mtaie point e, on est conduit, par ce qui précède, aux théo- 
rèmes suivants : 

!• Si l'on remplace l'un des points c^ fy g^ par exemple c, 

t^ par son conjugué d, les trois points d , /, 
g sont en ligne droite (fig. 9) . 

2* Si l'on remplace dans des points c, /*, 
3, par exemple c et g, par leurs conjugués 
harmoniques, d et ft, les droites qui joi- 
gnent les trois points /, d, ft aux trois 
sommets du triangle se rencontrent en un 
même point h. 
Soient , en effet , 




Fig. 0. 



les équations des trois côtés a6, ao et bo 
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du triangle ; les droites a/", ocy bg seront ï^présentées par le sys- 
tème d'équations 

équations dans lesquelles a, è, c sont des paramètres arbitraires, 
et les droites af^ od, et tfe, par le système d'équations 

aa= 6p = — CY, 

système qui montre que ces droites se coupent en Un même 
point. 

3" Si Ton remplace les trois pointa c^ f, g par leurâ (Conju- 
gués harmoniques d, /, /k, ces trois pointa sont en ligne droite. 

Cela résulte immédiatement des deux théorèmes précédents. 

SYSTÈMES HOMOGRAPHIQUES ET INVOLLTION. 



a: 



b' 



21. — Considérons deux droites A, A' (fig. lo) et, sur ces 

droites, deux systèmes de points, a, 6, c, ..., 
a', 6', c', ..*; si quatre points quelconques de 
Fun des systèmes ont mêmes rapports anharmo- 
niques que les quatre points correspondants de 
i* autre, les deux systèmes sont dits homographie 

Si Ton prend un système de points sur la pre*- 
mière droite, et qu'on prenne, sur la seconde, 
trois points quelconques pour points correspon- 
dants à trois points de la première, on peut déterminer, sur la 
seconde droite, un point correspondant à un point quelconque 
de la première et formant, avec les trois points déjà choisis, 
un système homographiqueé 

Soient, en effet, a\ b\ c' les trois points de A' qu'on a pris à 
volonté pour correspondre aux points a, 6, c de A (fig. ii). Par 
un déplacement de la droite A', amenons le point a' sur le point a, 




Fig.lO; 
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et, cela fait, menons les droites 66', cc\ qui se coupent au 

point 0. On déterminera sur Â' le 
point correspondant d'un point quel- 
conque d de A en joignant o et d par 
une droite. Le point d' où la droite 
oi coupe A est le point cherché; 
Fig. 11. car les quatre points a', 6', c', d', 

ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre points 
d, 6, c, d. 

22. — Si deux droites , sur lesquelles sont situés deux sys- 
tèmes de points homographiques, s'appliquent l'une sur l'autre, 
on «ara, sur une même droite, deux systèmes de points homo- 
graphiques. Gela étant, si deux points, a et a', sont conjugués 
réciproques, c'est-à-dire si a, point du premier système, a pour 
correspondant g! dans le second, et que, réciproquement, le 
point a! du premier système ait pour correspondant le point a 
du second , tous les points de la droite sont deux à deux conju- 
gués réciproques , et le système est dit en întH>Iti(ton. 

Si les points correspondants a et a! des deux systèmes ho- 
mographiques sont conjugués réciproques, il en est de même de 
deux autres points correspondants 6, 6'. En effet, considérons les 
quatre points a, a\ 6 et 6' du premier système, ils ont pour 
points correspondants, dans le second, a', o, 6' et 6,, et, puisque 
les deux systèmes sont homographiques, les quatre premiers 
points ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre au- 
tres; donc 

ou bien 

ab ai, 

résultat qui montre que le point 6, se confond avec le point 6, 
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et, par conséquent, que deux points coirei^iidants quelcon- 
ques, b et b\ sont conjugués rédproques. 

23. — Un système de points en involution est déterminé 
quand on se donne deux couples de points conjugués. 

Soient, en effet, a, o', b, f les deux couples de points con- 
jugués donnés sur la droite A. 

Fusons tourner la droite A (fig. 12) autour du point a, de 
/ l'angle A a A', et faisons glis- 

ser la droite A sur elle-même 
jusqu'à ce que le point a' 
vienne en a. Alors a Tien- 
. dra en a,, b en 6,, 6' en 6/ 
et l'on aura 



aa, =: aa', a,b, =: ai, 
Pig. II. fl,y,=ai', 

et les trois droites, o'a,, 6'6, , 66',, se rencontreront en un 
même point 0. Si l'on mène une droite quelconque oe, le point 
c,' sera Is point de la droite A' correspondant au point e, et le 
point (Z, obtenu en prenant ac* = 0,0*, , ■ sera le conjugué du 
point e. Chaque sécante piutant du point déterminera de 
même deux points conjugués du système en involution. Quand 
la droite oc devient parallèle à la droite A, le point c s'éloigne 
à l'infini , le point c', vient en t, le point c" en t, de telle sOTte 
que le point i sera le point de A conjugué de rinAni. 

Ce point i, que l'on appelle centre d'meo(«l«m, jouit de pro- 
priétés particulières que nous allons étudier. 

24. — Déàgnons par le signe «» le point de la droite A situé 
à l'infini, et con^dérons les quatre points a, 6, i, '^•, ils ont, 
pour points conjugués, a', 6*, <», t, de sorte qu'on a 
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OU bien« en rppris^rquant que 



a oo 

b OD 



a oo 



èf 



at\(tïsc3ii\tï 
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m étant une constante. 

Donc le produit des distances du centre d'involution à deux 
points conjugués (juelconques est constant. 

25. — ïl y a, parmi les points du systèu^e en involution, deux 
points dovible^, c'^st-à-dire deux points qiii se confondent avec 
}çur3 popjygué^; ces points, g et A, sont situés dQ part et d'autre 
et 4 égales di^t^ces du point î; on a 



f = 4-V^»w, At = — \m* 



9^ 



On voit que ces deux points sont réels ou imaginaires , sui- 
vant que la constante m est positive ou négative. 
Si a et a' sont deux points conjugués quelconques , on a 

ai . a'i =z m ^=^ gt ' 

Les deux points a et a! sont donc conjugués harmoniques 
par rapport aux points doubles § et h. 

Réciproquement, en divisant harmoDiquement, de plusieurs 
façons, une même droite, on forme un système en involution 
ayant pour centre le milieu , et pour points doubles les extré- 
mités de la droite. 

Î6. — Pour donner un exemple d'un système de points en 

involution, considérons une série 
de circonférences pi^ssanl, par 
deux poipUi m et ffi! et uoe sé- 
capte quelcQiaque A. 

Les points où la droite A coupe 

les circonférences forment un sys- 

Pig, ,3, tème en involution dont le centre 




jéà 
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est le point d'interseotion o de la droite A et de la drcûte mm' 

(fig. i3). . 

On a, en effet, 

oa.oa! =1 ob.oV=zoc. oc'= ^^-cm. om\ \ 

Les points doubles sont les points de contact de la sécante A 
avec celles des circonférences considérées qui lui sont tangentes. 
Il est évident que ces points doubles sont réels lorsque le point o 
est extérieur à l'intervalle mm\ et imaginaires quand il est in- 
térieur. 

27. — Considérons maintenant deux faisceaux issua de deux 
points différents. Si les rapports anharmoniques de quatre 
droites du premier faisceau sont égaux aux rapports anharmo- 
niques des quatre droites correspondantes du second, ces deux 
faisceaux sont dits homographiques. 

Si les deux faisceaux de droites partent du même point , et 
que deux droites correspondantes soient conjuguées récipro- 
ques, il en est de même de toutes les autres couples de droites 
correspondantes, et le faisceau de toutes les droites est dit en 
învolution. 

Un faisceau en involution est déterminé quand on donne deux 
couples de droites conjuguées ; car cela revient à donner deux 
couples de points conjugués réciproques sur une sécante quel- 
conque, ce qui détermine le systènae en involution formé par 
l'intersection du faisceau et de la sécante. 

Dans un faisceau en involution, il y a deux droites doubles , 
réelles ou imaginaires, c'est-à-dire deux droites qui se confon- 
dent avec leurs ccmjuguées; msûs il n'y a rien qui corresponde 
au centre d'involution. 

28. — Soient, dans un faisceau en involution, 

oc = o^ P=-o, 
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les équations de deux droites conjuguée* A et A' ; 

a— *p=o, a— A'p = o, 

les équations de deux autres droites conjuguées B et B'; et, 
enfin, 

les équations des di^oites G et G' également conjuguées. 

Considérons les quatre droites A, A', B, G du premier sys- 
tème homographique ; les droites correspondantes du second 
sont A', A, B', G'; et, comme ces deux groupes de quatre droites 
ont mêmes rapports anharmoniques, on a 

k _T 

k' 
ou bien 

kKz=zk,\k\ = m, 

m étant une constante. 

G* est là un résultat tout à fait analogue à celui que nous 
avons trouvé (n* «4) dans le cas d'un système de points en in- 
volution. Ge résultat nous montre que les deux droites doubles 
ont pour équations 

et, par conséquent, qu'elles sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites A et A', c'est-à^lire par rapport à deux 
droites conjuguées réciproques quelconques. 

Béciproquement , deux droites conjuguées quelconques sont 
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites doubles. 
Il en résulte que si l'on représente par 

« = 0, P = o , 
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les équations des*droites doubles, deux droites conjuguées quel- 
conques seront représentées par les équations 

29. — Les diamètres conjugués d'une courbe du second degré 
forment un faisceau de droites en involution. Car, lorsqi:» la 
courbe est rapportée à ses axes, deux diamètres conjugués 
quelconques , ont pour équations 

y — A:x = o, y — A^x=:o, 

les deux constantes U et k vérifiant la relation 

6* 

où il faut prendre le signe — ou le signe + suivant que la 
courbe est une ellipse ou une hyperbole. 

Ceci montre que les deux droites doubles du faisceau sont 
imaginaires dans l'ellipse, tandis que dans l'hyperbole elles sont 
réelles et se confondent avec les asymptotes. Dans le cas de cette 
dernière courbe, si l'on prend les asymptotes pour axes coor- 
donnés, deux diamètres conjugués quelconques seront repré- 
sentés (n"" 28) par les équations 

y — te = o , 1/ -|- A:x = o. 

CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES. 

SO. — On a vu, en géométrie analytique, que si deux points 
* A et B ont pour coordonnées a! et y\ a?" et 

M ]f\ le point M, qui divise la distance A6 

(fig. i4) en deux segments ÂM et MB pro- 
— portionnels aux nombres n et m , a des 



Fig. 14. coordonnées, x et y, données par les for 

mules 

maf + w^" wv' 4- ny" 

X = y = " — i- . 

m + ^ 7/î + n 
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Prenons trn certain nombre de points, disposés d'une manière 

quelconque dans le plan; soient A,, 
^^' ' A,, A3, A4 (fig. 'i5) ces points; x^ et 

^^ y,, a?, et y,, x^ et y,, Xn et y^ leurs 

^ coordonnées, m^^m^im^f mn des coeffi- 
cients qui leur sont affectés. 
Fig. 15. Sur la droite AjA,, déterminons le 

point M, de telle sorte que 

ce point aura pour coordonnées 

^t + W, ''^ Wi + »ïi 

Maintenant, joignons M^A, et prenons l^ point M, tel que 

MjM, _ >Wt + m, 
M, A, TWj ' 

ce point aura pour coordonnées 

* »^i + »Wj + m5 ' ^' w2j + m, + W3 

Si à présent on joignait; M^A^, et qu'on prît Ifij tel que 

MjMj wîi + ''*i'+ ^^8 

MjA^"*" m^ * 

puis que Ton continuât de la même manière, on obtiendrait fma- 
lement un point M^.j ayant pour coordonnées 

**"* wii + m, + m, + ... m^ 

, _ m^y, + iw^, + ,.. + m^^ 
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C'est ce dernier point que Ton nomme centre des distances 
proportionnelles des points donnés. La forme des expressions de 
ses coordonnée montre que Ton arriverait au même point si Ton 
suivait un autre ordre en joignant les points donnés. 

Si toi|s ]m coef&cimtB m^ « m, « m, , tn« sont égaux entre eux, 
les valeurs de a/»-i et y'^^ deviennent 

Dans ce cas particulier, le point M^j prend le nom de centre 
des moyennes distscnce^ dei^ points donnés. 

3J. — Comme application de ce qui précède, considérons un 

triangle ABC (fig. 16) dont les sommets sont 
affectés des coefficients m, n, p, et cher- 

c^/\ \b' chons le centre des distances proportion- 

nelles de ces troi^ sommets. 

v — c 
jig, le. Si nous prenons sur BC le point A' tel 

BA' n 

que p- = ïl, Ip centre cherché sera sur A A'. Il sera de même 

sur BB', SI 1 on a =^7 = -; et sur CC, si 1 on a 7^ = — • Le 

BA p viJJ m 

centre étant sur chacune de ces lignes, celles ci se coupent en 
un même point 0, qui est le centre cherché. 

Si Ton convient de compter, sur un même côté du triangle, 
les segments déterminés par les points A', B', C, à partir des 
sommets A, B, C, et de les prendre avec le signe + ou le si- 
gne — suivant leur sens, les rapports servant à déterminer A', 
B', G peuvent s'écrire 

CA'~ n' AB'^ p* BC"" m' 

et comme, en multipliant ces égalités membres à membres, 
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on a 



BA^ . CB^ AO 
CA' . Att. BC' 






on voit que : 

Si trois droites^ pariant des sommets d*tin triangle^ se ren- 
contrent en un mime points eUes déterminent^ sur les côtés oppo- 
sés^ six segments tels que le rapport du produit de trois d'entre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à — i • 

Il est facile de démontrer la réciproque de ce théorème, réci- 
proque qui peut s'énoncer ainsi : 

Tlié^rèiiie II. 

Si trois points^ situés sur les côtés d'un triangle^ sont tels que 

le rapport du produit de trois segments non consécutifs au produit 

des trois autres soit égala — i , les droites qui joignent ces points 

aux sommets opposés se coupent en un même point. 

32. — Dans le triangle ABC (fig. 1 7) , menons la droite CV, 

^ qui coupera le côté BC au point A\. 

Le point A\ étant le conjugué har- 
monique du point A' par rapport 
aux sommets B et C (n"" 1 9) , on a 




K' C 


»'. 


«7. 






BA' BA', 
CA' ~ CA', 



BA' 
Si l'on porte cette valeur de rm dans l'égalité 



BA'.CB'.AC 
CA'.AB'.BC' 






on trouve 



BA'i.CB'.AC 
CA't • AB. BC 






ce qui démontre ce théorème : 
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Lorsqu'une sécante quelconque rencontre les trois cMis d'un 
trianglCf elle détermine six segments tels que le produit de trois 
i entre eux, non consécutifs^ est égal au produit des trois autres. 

Il est facfle de démcHitrer le théorème réciproque. 
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5t trois points^ situés sur les côtés Sun triangle , déterminent 
six segments tels que le produit de trois d'entre eux non consécu- 
tifs soit égal au produit des trois autres , ces trois points sont en 
ligne droite. 

Ce théorème est le fondement de la théorie des transversales. 
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Tliëorie des pôles et des polaires, 

33. — Considérons la courbe représentée par Téquation 

équation que nous supposerons algébrique , entière et du degré 
m. Nous savons que la tangente à cette courbe, au point dont 
les coordonnées sont a; et y, a pour équation 

ou bien 

xA+Yr,-(xr.+yO=o. 

Les coordonnées x et y du point de contact entrent au degré m 
dans cette équation ; mais il est possible de faire disparaître les 
termes du degré m. Remplaçons, en effet, dans l'équation (i), 

œ par-, y par - et multiplions ensuite par zri le premier 

membre de cette équation deviendra im polynôme du degré m 
en X, y et s, et, comme ce polynôme sera homogène par rap- 
port à ces trois lettres, si nous les désignons par f{x^ y, z) i 
nous aurons Tidenlité suivante : 

d'où 

^/"« + yf'y = nif(x, y y z) — zf,. 
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Or si nous remplaçons, dans cette seconde identité, a? et y, 
par les coordonnées du point de contact, et z par F unité, le 
premier membre se réduit à l'expression ^/« + y/'y telle qu'elle 
entre dans l'équation de la tangente, et le second membre, 
dont le premier terme s'annule, puisque le point de contact est 
sur la courbe, se réduit à la valeur que prend — jzf , quand on 
y fait jz = 1. Nous pouvons donc remplacer, dans l'équation de 
la tangente, xf'„ + yf^^ par cette valeur de — zf'z. Ce change- 
ment met l'équation de la tangente sous la forme 

et comme il faudra remplacer z par l'unité quand on aura cal- 
culé les dérivées partielles de /'(aî,t/,2), si nous convenons de 
remplacer aussi Z par l'unité, nous pourrons écrire l'équation 
de la tangeiite sous la forme très-symétrique 

34. — Considérons maintenant un point quelconque p, ayant 
pour coordonnées x^ et y^ et cherchons les tangentes qu'on peut 
mener de ce point à la courbe donnée. Celle de ces tangentes 
dont le point de contact aura pour coordonnées a; et y sera re- 
présentée par l'équation (2) ; or cette tangente passe par le 
point p; donc l'équation (2) sera satisfaite quand on y rempla* 
cera X par x^ et Y par y^ , ce qui donne la relation suivante : 

relation qu'on écrira soiis la forme symétriqufe 

(3) ^J. + yJy + ^J.^o, 

et dans laquelle on remplacera z et z^ par l'unité. 
On voit par là que les coordonnées des points de contact sont 
. déterminées par l'équation (3) jointe à l'équation (1) delacourbe. 
L'équation (3) étant du même degré m — i et l'équation (0 du 
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d^ré m , il y aura en général un nombre de points de contact» 
et par suite de tangentes, égal k m{m — i). Le plus souvent 
quelques-unes de ces tangentes seront imaginaires. 

Lorsque m est égal à 2 , le nombre des tangentes est aussi 
égal à 2. Par un point pris dans le plan d'une courbe du second 
degré on peut donc mener à cette courbe deux tangentes réelles 
ou imaginaires. 

Xltéorènie I. 

S5. — Si par un point p , pris dans le plan d'une section 

conique^ on mène une sécante quelcon- 
que mm' (fig. 18), le point p', conjugué 
harmonique du point j) par rapport aux 
deux points d'intersection m. et rr^ de la 
sécante et de la courbe^ décrit une ligne 
droite , lorsque la sécante tourne autour 
du point p. 
Fig. 18. Représentons, en effet, par 

f(Xy y) = Ax' + Bxy + Cy« + Da? + Ey + F = o, 

Téquation de la section conique; et par x^ et y^ les coordon- 
nées du point p. La sécante pmm' sera représentée par les 
équations 

Si l'on désigne par a et 6 les cosinus des angles que la sé- 
cante fait avec les axes, et par p la distance du point p au point 
de la droite dont les coordonnées sont x et y. Ces équations 
donnent 

x = x^ + a(>y y = yi + *P> 
et ces valeurs de x et de y, portées dans l'équation de la sec- 
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tion conique, fournissent une équation du second degré en p, 
dont les racines sont les distances du point p aux points m et m'. 
Cette équation en p^ qui est 

(Aa« + Bo* + C6«)p' + {«r.i + *rvi)P + /l^i , yi) = , 
ayant pour racines p' et p", l'équation 

« 
P - P 

aura pour racines -7 et -77, d'où il suit que, 

P P 

Or, si nous appelons p^ la distance du point p à son conjugué 
harmonique p' par rapport aux points m et m\ nous avons 

Pi P P 



et par suite 



d'où 



Pi fi^uVi) 



Comme le point p' est sur la sécante fnm\ ses coordonnées x 
et y satisfont aux équations (4) de cette sécante, et l'on a 

— - — — — j^ pi- 

* 

En remplaçant dans l'équation précédente op^ et bp^ par les va- 
leurs que nous trouvons ainsi, nous obtenons l'équation 

(5) (X - x,)f',, + (y - y,) f\, + â/(a:„ y,) = , 

3 
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qui, ne contenant plus les quantités a et 6 , représente le lieu 
du point p\ On voit que ce lieu est une droite. 

L'équation (5) peut se transformer et se mettre sous la forme 
symétrique 

(6) ^A,+ yrvi + ^r.i = o; 

pour opérer cette transformation on suivra exactement la même 
marche que pour transformer l'équation de la tangente. Dans 
l'équation (6), comme dans l'équation (2), on remplacera aussi z 
et Zj par l'unité. 

La droite représentée par l'équation (6) s'appelle la polaire 
du point p, et, réciproquement, on dit que le point p est le pôle 
de cette droite. 

On peut voir à priori que les points de contact des tangentes 
menées à la courbe par le point p sont situées sur la polaire de 
œ point : il suffit pour cela de remarquer que lorsque la sécante 
devient tangente, les points m et m' se confondant, il faut, pour 

que l'équation — = - -f -^ soit satisfaite que le point p' vienne 

Pi P P 
aussi se confondre avec les points m et m'. Il en résulte que la 

polaire du point p coïncide avec la corde des contacts des tan*- 
gentes menées du point p à la courbe. 

36. — Pour reconnaître comment varie la position de la po- 
laire du point p quand on fait varier dans le plan de la courbe 
la position de ce point, considérons d'abord une ellipse, que 
nous rapporterons au diamètre passant par le point p, pris pour 
axe des or, et au diamètre conjugué du précédent, pris pour axe 
des y. Cette ellipse aura pour équation 

--4- — = 1 
et la polaire du point p ftera représentée par Téqnatioit 

ci* 
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ce qui montre que cette polaire est pajrallèle à Taxe des y, c'est- 
à-dire aux cordes que le diamètre op divise en deux parties 
égales (fig. 19), et qu'elle se déplace, en restant constanunent 

parallèle à c^te direction lors- 
que le point p se meut sur la 
droite ox. • Quand le pôle est à 
l'intérieur de la courbe, en p\ 
par exemple, la polaire est à l'ex- 
térieur, en V. D'abord située à 
l'infini, elle se rapproche jusqu'à 
Fig. 19. ^ ^ devenir tangente en d à la courbe 
donnée, lorsque le pôle va du point o au point a. Quand le pôle 
devient extérieur, la polaire devient intérieiu-e, et elle se Rap- 
proche indéfiniment du diamètre oy lorsque le pôle s'éloigne 
â l'infini ént le diamètre ùûô. 

Dans le cad de l'hyperbole, ofi obtient des tésultati tout^^fait 
analogues lorsque le diamètre op est un diamètre transverse; 
mais il n'en est plus de fiièmd quand op est un diamètre ima- 
ginaire. Alors le pôle et la polaire , au lieu de se trouver d'un 
même côté du centre, sont situés de part et d'autre, et la po- 
laire coupe toujours la courbe en deux point!. Ces résultats se 
déduisent immédiatement de la forme que prend l'équation delà 
]^lai|re^ quand on rapporte la courbe» comme on l'a fait pour 
i'çlHpse^ au diamètre qui passe peu* le pôle pris pour axe des x^ 
et au diamètre conjugué pris pour axe des y. 

Ce choix d'axes coordonnés n'eët plus possible quand le pôle 
eM situé sui* l'une des asymptotes. Si l'on rapporte alors la courbe 
à ses asymfriotes tt qu'on forme l'équation de la polaire, cette 
équation mootre que là polaire ^ parallèle à l'asymptote sur 
lamelle le pôle est située 

Enfin 9 lorsque la courbe est une parabole, il est évident, 
{misque la parabole est la limite d'une ellipse , que la polaire 
est parallèle aux cordes que le diamètre passant par le pôle di- 
vise en deux parties égales. C'est ce que montre immédiatement 
l'é^^atioB dé la pcdaire i^aand cm prend, pour axe des m le dia- 
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mètre qui passe par le pôle et pour axe des y la tangente au 
point où ce diamètre coupe la courbe. Cette équation montre en 
outre que le pôle et le point où la polaire coupe Taxe des x sont 
de part et d'autre de l'origine des coordonnées, et à égale dis- 
tance de ce point. 

37. — On a vu qu'à tout point, pris dans le plan d'une 
courbe du second degré, correspond une droite polaire; réci- 
proquement, à toute droite correspond im pôle. En effet, on 
obtiendra, en identifiant l'équation mx + wy + p = o avec l'é- 
quation (6) , les deux relations 



(7) 



f XI / »l / «1 



m 



n 



relations qui détermineront les coordonnées x, et y^ d'un point 
qui aura pour polaire j^écisément la droite donnée. 



Théopènie II. 



38. — SU P(ir un point p pris dans le plan d'une section co- 
nique, on mène deux sécantes quelconques^ qui coupent la courbe 

Vune en m et en m', Vautre en n et en 
n', 1^5 droites mu et m'n' ainsi que les 
droites mn' et m'n , se coupent sur la po- 
laire du point p. 

En effet, soient p' et p" (fig. 20) les 
points des sécantes pmm' et pnn' conju- 
guées harmoniques du point p par rap- 
port aux points m et m\ n et n' : ces 
points appartiennent à la polaire du 
point p par rapport à la courbe. Or le 
système des deux droites mnq et m'n'q pouvant être regardé 
comme une courbe du second degré, on peut prendre la polaire 
du point p par rapport à ce système de droites, et cette polaire 
sera une droite passant par les points p' et p". Donc la polaire 
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du point p par rapport à la courbe et la polaire du même point 
par rapport au sytème des deux droites qmn et qm!n' ont deux 
points communs. Il en résulte que ces droites coïncident, et, 
comme la polaire du point p par rapport au système des droites 
passe évidemment par le point g, l'autre polaire passe aussi par 
ce point. On verrait de même qu'elle passe par le point d'interseo- 
tion q' des droites mn' et nm!. 

Ce théorème donne un moyen de construire la polaire d'un 
point donné p : il suffit de mener par ce point deux sécantes 
pmm', pnn' ; de tirer les droites mn et m'n' qui se coupent en q 
et les droites mn' et m'n qui se coupent en q' : 1^ droite qq' est 
la polaire du point p. 

Théorème m. 



39. — Étant donnée une section conique^ si par un point p 
on mène une sécante quelconque qui coupe la courbe aux points 
m et m', les tangentes en ces points se rencontrent sur la polaire 
du point p (fig. 21). 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du précédent : c'est 
le cas où les points m et n, m' et n' (fig. 20), venant à se con- 
fondre, les sécantes nmq^ n'rn'q de- 
viennent tangentes à la courbe (fig. 21). 
Le mode de détermination du point q 
montre que ce point est le pôle de la sé- 
cante pmm' ; de là ce théorème : 

Quand une droite pmm' tourne au 
tour d'un point fixe p, son pôle q décrit 
une droite P qui est la polaire du 
point p. 

Fig. 21. 
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40. — Rédproqwment , ioriqu'un point décrit une droite P, 
sa polair$ tourne autour d'un point fix« p qui eêl U pôle de là 
droite P (fig. 91). 

Soit, CD effet, q une quelconque des positions du point mobile 
sur la droite P. Hanons qm tangente à la section conique; joi- 
gnons le point m au point p, et soit m' le second point de ren- 
contre de la droite mp aveo la courbe. Si nous menons par m' 
uns tangente ^ la courbe, le point d'intersection de cette tan< 
gente'avec qm sera le pôle de la droite mm'. Or d'après le théo- 
rème précédent ce pôle est sur la droite P, et par conséquent 
coïncide avec le point q. Donc la droite mm' est la polaire du 
point q, et sa construction montre qu'elle passe par le point p. 

Théorème V. 

Al. — Quand un quadrilatère abcd est inscrit dans une co- 
nique (Hg. 22) , les points de concours e «t f ^ côtés opposés et les 
points de concours g et h des tangentes aux sommets opposés sont 
situés sur une même droite, qu'ils divisent harmoniquement. 
D'abord ces points sont en ligne droite; car ils appartiennent 
tous à la polaire du point 
d'intersection o des diagonales 
du quadrilatère; ensuite ils 
forment une proportion har- 
) monique. En effet, eo, polaire 
du point f, coupe la droite fdb 
en un point « conjugué iiar- 
Fig. îî. monique de/ par rapport aux 

points d et 6, et il est évident que les quatre points e, f, g, h 
se trouvent sur les ' droites qui joignent le point I aux quatre 
points n, f, d, b. 
. Cette démonstration prouve en même temps que cbaque côté 
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du triangle eof passe par deux points de concours des tangentes 
aux sommets du quadrilatère et est divisé harmoniquement par 
ces deux points de concours. Elle prouve aussi que, dans un 
quadrilatère circonscrit à une conique, si l'on groupe arbitrai- 
rement les côtés en deux couples , puis qu'on joigne par des 
droites les ppints de contact des côtés d'une même couple et les 
points de rencontre des côtés 'de couples différentes, les quatre 
droites ainsi obtenues passent par un môme point et forment un * 
fi^sceau harmonique. 

Théorème ITI. 



A2« — Étant donnée deux coniqueê daM un plan^ il y a, 
dans ce plan, trois pôles doubles ^ c'est^^dire trois points^ rieU 
ou imaginaires 9 qui ont même polaire par rapport aux deux 
coniques. 

En effet, deux coniques se coupent en quatre points réels oe 
imaginaires, ce qui donne lieu à trois couples de sécantes com- 
munes, et il résulte du théorème II que le point d'intersection 
de deux sécantes communes d'une même couple est un pôle 
double. 
Il n'y a d'ailleurs que ces trois pôles doubles; car si p, (fig. 28) 

est un pôle double et qu'on le joi- 
gne à l'un des quatre points d'in- 
tersection a par une droite p^a qui 
coupera les coniques aux deux au- 
tres points b' et 6", il faut, poiu* que 
le conjugué harmonique du point p^ 
par rapport à ab' et par rapport à 
ab" soit le même, que 6' coïncide 
avec 6", c'est-à-dire que la droite 
p^ a se confonde avec une sécante 
commune. Aiiw donc le point p^ 
doit appartenir à une sécante com - 
Fig. 23. mune ; on montrerait de même qu il 
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doit appartenir à une seconde sécante commune;" et, par con- 
séquent, qu'il doit être à l'intersection de deux sécantes d'une 
même couple. 

Les trois p6les doubles nt, n, p, forment un triangle dont 
chaque soauuet admet pour poWre le côté opposé par rapport 
aux deux coniques. 

Il y a de même dans le plan trois polaires doubles et trois 
.seulement, puisque la polfdre de chaque pôle double est une 
poindre double; ce sont les côtés du triangle tnnp. 

Si les coniques secoupenten quatre points réels, il est évident 
que les trois pôles doubles sont réels; si les coniques se coupent 
en quatre points imi^naires, les trois pôles sont encore réels, 
car deux des sécantes sont réelles, et les autres étant imaginùres 
conjuguées ont leurs points d'intersection réels; mais si les 
covu-bes n'ont que deux points d'intersection réels, il n'y a qu'un 
pôle double réel. 

TMArèHie TH. 

43. — Les qutUre tangentes communes à deux coniques forment 
unquadrilatère complet dont 
les trois diagon(Ues sont les 
polaires doubles. 

Soient ac, bd deux tan- 
gentes communes (fig. 24) ; 
a, e, b, d, leurs points de 
contact ; m le point de ren- 
contre des droites ab, cd. Le 
j ;/;// point m a pour polaire, par 

l'ill// rapport aux droites ac, bd, 

llif et par conséquent par rap- 

'S port aux deux coniques, 

^«t ' une droite qui passe par le 

*^- *♦■ point d'intersection t des 

langentes ae, bd. Ce point m est donc un pôle double et 
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se trouve à rintersection des sécantes communes g et r. On 
verrait de la même. façon que les droites ef^ gh^ menées par 
les points de contact des tangentes communes eg, /R, ont pour 
point d'intersection un pôle double, dont la polaire passe par le 
point fc, et qui n'est autre que le point m. Donc la polaire double 
du pôle double m passe par les points i et k ; donc la diagonale iky 
qui est Tune quelconque des trois diagonales du quadrilatère 
formé par les tangentes communes, est ime polaire double. 



• 

Théorèine Vm. 



44. — Soient une conique et un point fixe p, on peut toujours^ 
et d'une infinité de manières^ mener par le point p deux droites 
telles que le pôle de chacune déciles soit sur Vautre. 

En effet, menons par le point p (fig. 25) une droite quel- 
conque qui coupe en a la polaire P du 
point p. Le pôle de cette droite pa est 
sur la droite P (39) , au point a' con- 
jugué harmonique de a par rapport 
aux points 6 et c. La droite pa' a de 
même son pôle sur P, au point a con- 
Fig. 25. jugué harmonique de a' par rapport 

aux points 5 et c ; donc chacune des droites pa^ pa\ a son pôle 
sur l'autre. Gomme la droite pa est arbitraire, il y a une infinité 
de couples de droites remplissant la même condition ; et comme 
les droites pa, pa' de Tune quelconque de ces couples sont con- 
juguées harmoniques par rapport aux tangentes p6, pc, toutes 
ces droites forment, autour du point p, un faisceau en involu- 
tion, dont les droites doubles sojit les deux tangentes p&, pc 
menées à la conique par le point p (n<* a 8). 
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ntéorème I1L. 

&5. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui de leurs quatre polaires. 

En effet, joignons ces quatre points situés sur une même droite 
au pôle de cette droite : leurs quatre polaires passent par ce pôle 
et sont les conjuguées, dans un système fen involution, des quatre 
droites précédemment menées (n*44)- ïJles ont donc même 
rapport anharmonique que ces quatre droites ou que le système 
des quatre points en ligne droite. 

« 

Tltéorème JL. 



A0« — Étant donnés une conique et deux points fixeSy le rap- 
port des distances dé ces deux points à une droite quelconque est 
proportionnel au rapport des distances du pôle de cette droite à 
deux droites fixes^ qui sont les polaires des deux points fixes. 

Soient a et 6 (fig. 26) les deux points fixes, M une droite 

quelconque ; m le pôle de 
la droite M; p le pôle de 
la droite a6 ou P ; A et B 
r les polaires des points a 
et 6 ; a' et 6' les points où 
A et B coupent P ; enfin c 
le point où M coupe P. Le 
rapport des distances du 
Fig. 26. point m aux droites A et B 

est égal à -, — SJni * et celui des distances des points a et 6 

° sm (B,C) ^ 

à la droite M est égal à t- . Or, sur la droite P, les points a 

et a\ b et b\ c et c' forment (n* 44) ^^ système en involution. 
Dans ce systèmes considérons les points a, 6,c, 00; ils ont pour 
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conjugués les points a\ 6', c', t, ce dernier étant le milieu de la 
corde ef^ et l'on a 

ae ^ iiQo a'& ^ di 



ou 



ac afcf ^ a'i 



niais 



doue 



ûV aï_ gin(A,C) sin(A,l) 
6V • b'i - iÎMB;^) • sin {B,i) 

ae _ An[kfi) sin (b j) 
dc~gin(B,C)><si„(Aj)- 



On voit par là que le rapport ~ eàt égal au tâppcM't -Î^4k^ 

multiplié par lui facteur constant -. — \^ . 
^ ^ sin (A,I) 



FIGURES POLAIRES RÉCIPROQUES. 

47. — Lorsqu'une figure plane est composée de droites et de 
points, si Ton prend, par rapport à une même section conique, 
les pôles de toutes ces droites et les polaires de tous ces points, 
on forme une nouvelle figure composée, elle aussi, de droites et 
de points; et si Ton opère sur cette nouvelle figure comme sur 
la première, c'est-à-dire si Ton prend, par rapport à la section 
conique déjà employée, les pôles de toutes les droites et les po- 
laires de tous les points de la seconde figure, on retrouve la figure 
proposée. Pour cette raison les deux figures sont dites figures 
polaires réciproques. 

On voit ainsi qu'à chaque point de Tune des figures correspond 
une droite de l'autre et réciproquement ; et des théorèmes que 
Von a démontrés sur les pôles et les polaires, il résulte qu'à la 
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b 

Fig. «7. 



droite qui joint les points a et c (fig. 27) de l'une des figures, 

correspond, dans Fautre, le point 
d'intersection des polaires A et G de 
ces deux points, et réciproquement, 
qu'au point d'intersection de deux 
droites A' et G' de Tune des figures 
correspond la droite ac qui joint les 
pôles a et c des droites A' et G'. Il 
en résulte encore que si plusieurs 
points de Tiine des figures sont en 
ligne droite, les droites qui leur cor- 
respondent dans l'autre passent par un même point, et que, réci- 
proquement, si plusieurs droites de l'ime passent par un même 
point, les points correspondants de l'autre sont sur une même 
droite. 

48. — Si Ton considère une courbe plane S et une tangente A 
à cette courbe et que l'on fasse rouler la tangente sur la courbe, 
le pôle a' de la tangente A, par rapport à une section conique 
déterminée, se déplacera dans le plan, pendant ce mouvement 
de la tangente, et y décrira une courbe S' qui sera le lieu des 
pôles des tangentes delà courbe S (fig. 28). On peut voir aisé- 
ment que la courbe S est aussi 
le lieu des pôles des tangentes 
de la courbe S'. En effet, con- 
sidérons le point a' de la cour- 
be S' et le point voisin 6' : le 
premier est le pôle de la tan- 
pig j8 gente A de la courbe S et le 

second le pôle de la tangente B. Par conséquent, la droite 
a!b' a pour pôle le point d'intersection m des tangentes A 
et B. Or quand le point V se rapproche indéfiniment du point a\ 
la droite a'V tend vers la tangente au point a'; pendant ce mou- 
vement du point 5' la droite B se rapproche indéfiniment de la 
droite A, et le point m du point a. Donc la tangente en un point 
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quelconque ol de la courbe S' a pour pôle un point a de la 
courbe S. Pour cette raison les courbes S et S' sont dites courbes 
polaires réciproques. 
49. — Lorsqu'on connaît l'équation 

F(x, y) = o, 

d'une courbe S, algébrique et du degré m, on peut facilement 
trouver l'équation de la courbe polaire réciproque S'. 

En eflfet, soit /(os:,]/) = o Téguation de la courbe §[, et x^ et y, ^[^ / ] " ^ 
les coordonnées d'un quelconque de ses points. La polaire de ce 
point a pour équation 









xr«+Y/;,+z/'.,=o. 






.V 



y 



i ' tt 



Or cette polaire est tangente à la courbe S en un certain point 
dont les coordonnées sont x et y. Par conséquent l'équation de 
cette tangente 

représente la même droite que l'équation delà polaire, et l'on a 

/ »t /w Ijh 

p/ EV pf • 

On obtiendra l'équation de la courbe S', en éliminant a; et y 
entre les deux équations que l'on vient d'écrire et l'équation de 
la courbe S. 

50. — Nous savons qu'on appelle degré d'une courbe algé- 
brique plane le nombre de points réels ou imaginaires suivant 
lesquels cette courbe peut être coupée par une droite. On appelle 
classe d'une courbe plane, le nombre des tangentes réelles ou 
imaginaires qu'on peut mener d'im même point à cette courbe, 
et nous avons vu au n*' 34 que la classe d'une courbe algé- 
brique de degré m est représentée, en général, par l'expres- 
sion i»(m — i). 
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61. — Deux courbes polaires réciproques S et S' (fig. 29) sont 
telles que la classe de chacune est égale au degré de l'autre. 
Soient, en effet, a,6,c,. . .les points où la droite Pcoupela courbe S ; 

les polaires A',B',C',.... 
de ces points sont tan- 
gentes à la courbe S' et 
passent toutes par le 
pôle p' de la droite P; 
on peut donc paf ce 
poîntp' mencràlâcourbe 
g' un nombre de tan- 
Fig. 29, gentes exactement égal 

au nombre des points suivant lesquels la droite P coupe la 
courbe S. 

Réciproquement le degré de la courbe 8 est égal à la classe 
de la courbe S', car, à chacune des tangentes ASB'jG'..* que Ton 
peut mener d'un point p' à la courbe S', correspond \m point de 
la courbe S, et ces points, a, 6, c,.... sont sur une même ligne 
droite P, puisque les tangentes A^B'^C... passent par un même 
point. 

52. — L'expression générale que l'on a donnée (n* 5o) de la 
classe d'une courbe algébrique du degré )n, montre que les 
courbes du second degré appartiennent à la seconde classe. Il en 
résulte, d'après ce que nous venons de démontrer, que la courbe 
polaire réciproque d'Une courbe du second degré est une courbe 
du second degré* 
L'espèce de cette courbe dépend de la position de là iiection 

conique directrice. Si le centre 

^A' (fig. 3o) de cette directrice est 

extérieur à la courbe S, on pourra, 

du point 0, mener deux tangentes 

' à cette courbe, et, les pôles de ces 

tangentes étant rejetés à Tinfim, 

la courbe W aura deux branches 

^^' ^' infinies, dans deux directions dif- 
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férentes, c'est-à-dire sera une hyperbole. D*ajlleurs les po- 
laires A' et B' des points a et 6 où les tangentes aO et 
60 touchent la courbe S, sont tangentes à la courbe S et la 
touchent aux points qui sont les pôles des droites aO et 60. Ces 
polaires sont donc les asymptotes de la courbe S'. Quand le 
centre est situé sur la courbe S, on ne peut plus mener de ce 
point à cette courbe qu'une seule tangente ; les points de contact a 
et b coïncident avec le point 0, et leurs polaires A',B' se confon- 
dent et sont rejetées à l'infini, de façon que la courbe S' devient 
une parabole. Enfin, lorsque le centre passe à l'intérieur de la 
courbe S, comme on ne peut mener de ce point à cette courbe 
aucune tangente réelle, la courbe S' n'a aucun point à l'infini, et, 
par suite, est une ellipse. 

53. — Dans le cas particulier où la courbe directrice est un 
cercle de rayon r (fig. 3 1), il est évident que la polaire A' d'un 

point quelconque a est per- 
pendiculaire à la di'oite oa 
et, par suite, que les polaires 
A' et B' de deux point? a et 6 
font entre elles un angle égal 
à l'angle aob. D'ailleurs si 
l'on désigne par h les points 
de rencontre des droites A' 
oa^ par g le point de ren- 
contre des droites B' et o6, on 
peut voir facilement que Ton a 




(') 



ok.oa=:og»ob=^r'. 



Cela posé, menons les droites oe et o/" parallèlement aux po- 
laires B' et A', et les droites ae et tf-perpendiculairement aux 
mêmes polaires. Les triangles rectangles oae^ obf étant sem- 
blables, nous aiu*ons 



oa ae 

àbTf 



ac-{-ce _ ûc + og 
bd-^df^ bd + ok' 



d'où 
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oa{bd + oh) = ob{ac + og). 



d'où encore, ra tenant compte de l'équation (i), 

oa»od = ob,ac. 
On peut écrire cette dernière égalité 

oa ac 

et, sous cette forme, çlle niontre que les distances des deux 
points a et 6 au centre o sont proportionnelles aux distances de 
chacun de ces points à la polaire de l'autre. 

5i. — Cherchons la courbe polaire réciproque du cercle dont 

le centre est c (fig. Sa) et le rayon 
r\ par rapport au cercle o, pris 
pour courbe directrice. Soient G la 
polaire du point c et al le pôle d'une 
tangente quelconque A au cercle c. 
On aura (n* 53) 




Fig. 32. 



ou 





od dd 




oc f^ 


od oc 




dd'^ f" 





oc 



Le rapport -7 étant constant, le lieu du point a', c'est-à-(Kre 

N. 

la polaire réciproque du cercle c, est une courbe du second 
degré dont le point est un foyer et la droite G' la directrice 
correspondante. 

65. — Les transformations que nous venons d'opérer per- 
mettent de déduire des propriétés du cercle la plupart des prc^ 
priétés des sections coniques. 



i 

1 



th£orie des pôles et des polaires. A9 

Nous savons, par exemple, que deux tangentes au cercle c 
font des. angles égaux avec la corde des contacts : or, ces tan- 
gentes ont pour pôle deux points [de la section conique qui est 
la polaire réciproque du cercle c, et la corde des contacts a 
pour pôle le point de rencontre des tangentes menées par ces 
points à cette conique. Si Ton joint ces trois pôles au centre o, 
on obtiendra trois droites qui feront entre elles les mêmes angles 
que les polaires des points considérés, et l'on aura ce théorème : 
La droite qui joint à un foyer d'une section conique le point d'in- 
tersection de deux tangentes est bissectrice de Vangle des droites 
qui joignent au mime foyer les points de contact de ces tan-^ 
gentes. 

Nous savons encore que le lieu du sommet d'un angle constant 
circonscrit au cercle c est un cercle concentrique. Or aux deux 
côtés de cet angle correspondent deux points de la conique, au 
sommet de l'angle correspond la droite qui joint ces deux points, 
et puisque cet angle est constant, cette droite est vue du foyer 
sous xm angle constant; le sommet de l'angle décrivant im cercle 
ayant pour centre c, la droite enveloppe une section conique 
dont le point o est un foyer et la droite cf la directrice corres- 
pondante ; de là ce théorème : Une corde vue du foyer d'une sec- 
tion conique sous un angle constant enveloppe une section coniqtie 
ayant mime foyer et nUms direction que la section conique pro" 
posée. 



A 



l 
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66, — Oa peut regcurder une courbe soit comme le lieu d'un 
point, soit comme Fenveloppe d'ime droite mobHe. 6r toute 
droite peut être représentée par Péquatioû px + qy=i; comme 
à toute couple de valeurs de p et g correspond une droite et 
une seule , on peut dire que p et 5 sont les coordonnées de cotte 
droite; et si Ton donne entre p et g une relation f{p,q) = 0, 
lorsque Tune de ces coordonnées variera d'une manière conti- 
nue, Tautre variant aussi d*tme manière continue, la droite se 
déplacera dans scm plan et enveloppera une couAe ayant pour 
équation, dans ce système de coordonnées^ 

fip, g) c= 6. 

■r 

Les quantités p et g, prises ainsi pour coordonnées, ont été 
appelées coordonnées tangentielles. 

Lorsque le premier membre fip^q) de Téquation précédente 
est algébrique, son degré représente la classe de la courbe* 

En effet, si x^ et y^ sont les coordonnées d'un point quel- 
conque du plan, on pourra mener à la courbe, par ce point, au- 
tant de tangentes réelles ou imaginaires qu'il y aura de couples 
de valeurs de p et g satisfaisant simultanément aux deux équa- 
tions 

f{p, q) = 0, pxo + gyo— i = o. 



A B 

représente le point ayant pour coordonnées « = tt» tf = k» «wr 

Cl VI 

elle exprime que la droite qyi a poj» équation px + q'^= i 
passe par ce point. Réciproquement, un point est représenté, 
en coordonnées tangentielles, par une équatim du premtw de* 
gré entre les coordonnées. 

On voit que cette équation renferme deux coeflScients ou pa- 
ramètres arbitraires. Quand on la met s(}us 1% forme g = op + 6, 
ces deux paramètres sont a et b. 

66. ^ Oq peut tMomer hcjitmwt Vitpi^iim ftoiilk ^ 
points appartenant à ub§ droite di(ffîn4^ (lanai4j6ff@Wf en «fet, 
Téqualioa d^ii^ point qualoaiKpf^ 

?=«P + *; 

■ 

pour que ce point appartienne | la droite qui a pour coordon- 
nées jp' et g', il faut que p' et g' vérifient Féquation du point, 
c'est-à-dire oue Ton ait 

C|çtte fî^atiQn #fltf§ ]/^ dew; ^|imètres a et 6 déterpaîpç l'un 
^'^fff^ ^ f9nption d^ l'âUtr?» ?¥ ^%mp^ P ei) fonction de g j si 
Tpp éfe4PS * ^jfÇ te» 4eiff .éqjifttiç»]? préç^dg^tes, on obtient 
r^qpâtiçp 

qui renferme un pjtpamètrç arbitraire a , et qui représente tous 
les poiàts situés sur la droite (p\g'). Quand on fait varier a j le 
point décrit cette droite. 

59. -j^ Le point d'intersection de de^jj: droites données (p',g'), 
{p'\q'y^ appartenant à |a première de c^ droites, est représentée 
par une équation de la forme 

?— ?' = «(P — P% 
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et, puisqu'il appartient à la seconde, les coordcmnées p",f " sa- 
tisfont à la relation 

En éliminant a entre les deux équations que nous venons d'é- 
crire, on obtient l'équation 

qui représente le point d'intersection des deux droites données. 
60. — Soient a = o, p = o deux équations du premier de- 
gré en p et 9, équations qui représentent deux points donnés, 
l'équation générale des points de la droite qui joint ces deux 
points donnés est 



« — ^ = 05 

k étant un paramètre arbitraire. 

Ea effet, cette équation, étant du premier degré, représente 
un point, et ce point est sur la droite qui joint les points donnés 
puisque les coordonnées de cette droite, satisfaisant séparément 
aux équations a=o, ^=0, satisfont à l'équation a — JI^ = o. 

61. — Le point de contact de la tangente {p\(f) à la tourbe 
f{p^q) = o, n'est autre chose que la limite du point d'intersec- 
tion de cette tangente avec la tangente voisine (p' -|- Ap', g' -|- Aç^ ; 
donc il est représenté par l'équation (n"" 58) 

OU bien, puisque 



par 



lim^, = D,^= — ^', 



fa' 
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En chassant les dénominateurs, cette équation devient 

équation analogue à celle de la tangente en coordonnées recti- 
lignes; et, si Ton introduit ime troisième coordonnée r,de façon 
à rendre la fonction [{p^q) homogène par rapport à p, g, r, l'é- 
quation du point de contact se met sous la forme 

P/'V+?A' + ^rr'=0. 

Lorsque la courbe est du second degré, si p' et g', au lieu d'être 
les coordonnées d'une tangente, sont les coordonnées d'une 
droite quelconque, l'équation 

représente le pôle de cette droite. 

^2. — La théorie des coordonnées tangentielles se ramène à 
celle des figures polaires réciproques. 

Soit, en eflfet, f{p^q) = o, l'équation en coordonnées tangen- 
tielles d'une courbe donnée S. Chaque couple de valeurs de p 
et q qui vérifient cette équation représente ime tangente A qui 
a pour équation, en coordonnées rectilignes, px-\-qyr^i=o. 
Or, prenons le cercle ayant pour équation aî*+y* — 1 = et 
considérons le pôle a' de A par rapport à ce cercle; œ^ et y^ 
étant les coordonnées du point a', la polaire de ce point a pour 
équation oox^ + yy^ — 1 = 0; et, puisque cette polaire n'est 
autre chose que la tangente A, on a iffQ^=p^ !/o =^ ?» ^® ^^^^ 
que l'équation 

"représente le lieu du point a\ c'est-à-dire la courbe S', polaire 
réciproque de la courbe proposée S. 

Donc, l'équation ^(p,9) = o représente, en coordonnées rec 
tilignes, la polaire réciproque de la courbe qu'elle représente 
en coordonnées tangentielles. Cette considération permet , étant 
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donnée ré^âtldH fftltie êoUrîW èft tooMonïïêeâ tangefifiéllés, 
de trouver l'équation de cette même courbe en coordonnées 
rectilignes. 

GÉNÉRALISATION DES COORDONNÉBS RECTILIGNES. 

6â. — Soient a, p, y» ^^^^ polynômes du premier degré, 
savoir ; 

V 

et considérons les trois droites 

É 

P=o, 
Y= 0. 

Un point quelconque dd plan feïit èti-e l^gahlê edmmfe l*ln- 
tefièettoh de deuk droite^ à = ^Y» P — 6?» ^U côûlihè à chaque 
feod^ie && Hlè}}H flé tt et flë 6 corrëspbtid tltt point et tiil seul, 
leë ctuâiitîtèS ûêib petiVëhfc être feg^déeS fcôitime lëâ éoordoli- 
nées au pbint. 

Voyofis ce que dèvîeht l'éqtiâtion /(a?,</) ±e o ffUiiè éOùri^è, 
dan» ce noUvéâù Système dé cddWdhnéès.^Efl t^nlplâ^âiit, dans 

les êquatidfis ot ±!i dy» P ^ ^> ^»^Y t>^ létit^ HMth éh fofté- 
tion de i« et j/, èh bMeiii déîlx èquatidîia éntfe x, y, à et 6, 
d't>Û rto tire 

^"" AB' — BA'+ (A'B"— B'A> + {BA"— AB'06' 

_ CA^- Ag-f (tfAy At^> + (AC^-fiA^)^ 

^ AB'— BA'+ (A'B'^'l. B'A^)d f (feA^— A^'^ji' 

Ces valeurs de j? fet y sont des fractions rationnelles dont les deux 
termes sont du premier degré en d et 6 ; il en résulte que, si on 
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les j^rte dMiè refnatioti /(^^J/) == d ^ on tfôuVef à, pôur repré- 
senta la cottfbe dans le ûotiveau système dé coordonnées^, uhe 
équation ç(ft,6) fe o dont te prenlîer membre, jEnîs ^ou3 forme 
entière^ est, par rapport àUx variables, de même degré que 

Il faut^ à la vérité^ pour que cette transformation soit podlible, 
que le dénominateur des iraleurd de a) et de j^ ne soit pàÉ nul 
pour toutes valeurs de fl et de 6 , e'est-à-dire que l'on tf ait pas, 
à la foisi 

AB' — BA' = 0^ 
A'B" -- B'A'' = o^ 
AT^ — B'^A = o; 

mais ii suffit, pour que cette condition soit remplie, que les trois 
droites a = o, P = o, Y===^> ^® soient pas parallèles entre 
elles. 

Si, dans l'équation entre a et &, on remplace a par - et 6 
par -, on obtient une équation homogène en a, p, -^^ 

64. — Ces nouvelles coordonnées rectilignes sont susceptibles 
d'une interprétation géométrique simple. Considérons, en effet, 
un point quelconque, ayant pour coordonnées ordinaires x^ et 
y^. Lorsque nous remplacerons, dans et, p, y, les variables x 
et y par x^ et y^^, nous obtiendrons dés quantités proportion- 
nelles aux distances du point considéré aux droites a = o , P = o, 
f £=: Oi Qela nous montre que lorsque, pouT déterminer la posi- 
tion d'un point, on en donne les trois coordonnées a, p, v, on 
fait connaître^ fc des Ikcteurs constants près, les distantses de te . 
point aux trois droites a=:o, p=o,v=s:o, et que, lorsqu'on 
donne les deux coordonnées a et 6, on fait connaître, toujours à 
des facteurs constants près, le rapport des distances du point 
considéré aux droites a = oetY = ôetle rapport des distances 
de ce même point aux droites ^ = o et y s^ o. 
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Si Ton faisait en sorte, ce qui est toujours possible, que, dans 
chacune des équations a = o, P=o, y=o, la somme des car- 
rés des coeflScients de a; et de y fût ^ale à l'unité, tous les fac- 
teurs constants dont nous venons de parler deviendraient égaux 
à l'unité, et les coordonnées a, p, y» fl et 6, au lieu d'être pro- 
portionnelles, les unes aux distances du point aux droites, les 
autres aux rapports de ces distances, seraient précisément égales, 
les unes à ces di^;ances, les autres à ces rapports. 

65, — Ces remarques sur la signification géométrique des 
coordonnées a et 6 permettent de démontrer facilement le théo- 
rème dont nous avons déjà donné une démonstration (n* 3i). 
Soient, en effet, a et 6 les coordonnées d'un point (fig. 33) , 

et a = o, P=o, Y = o les équations des 
côtés BG, GÂ et ÂB du triangle ÂBG. Sup- 
posons que, dans chacune de ces équa- 
tions la somme des carrés des coefficients de 
a; et de y soit égale à l'unité. Nous aurons 




_a_ECsinC 



EAsinA ' 



et 



p PC sinC 
Y""l>BsinB' 



a a FBsinB 

«""p'TAsmA' 



Or, si, dans l'égalité ^= y, . . , nous remplaçons a et 6 par 

EGsmG ^DGsmG ^ 

leurs valeurs ^^ .^ . et ^.p ^. p , nous trouvons 

EA sm A DB sm B 



ECsinC 

EA sin A _ FBsinB 
DGsinC "^ FAsinA' 
DB sin B 
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d'où 

FB.EA.DC _ 
^'' DB.EC.FA""'" 

Mais, comme nous convenons d'affecter les segments déterminés 
sur chaque côté du triangle du signe -\- ou du signe — suimnt 
leur sens, nous avons (n* j) 

DB = — BD, EG = — CE, FA=: — AF, 

et, en substituant dans l'égalité (i) ces valeurs de DE, EC , FA , 
nous trouvons 

FB.EA.DC _ 
BD.CE.AF~ 

Cette égalité nous montre que : 

Si trois diroiteSj partant des sommets d*un triangle ^ se ren- 
contrent en un mime point, elles déterminent, sur les côtés oppo- 
sés, six segments tels que le rapport du produit de trois d! entre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à — i . 

66. — Dans le système de coordonnées que nous venons d'é- 
tudier, que Ton désigne sous le nom de coordonnées homogènes, 
une droite quelconque sera représentée par une équation du pre- 
mier degré 

Aa+B6 + C =0, 

ou 

Aa + BP + GT = o; 

■ 

une droite passant par un point donné {a',b') aura pour équation 

b — b'=:m(a — a!), 

m étant un paramètre arbitraire ; la droite qui passe par les deux 
points (a',6') et {a",b") aura pour équation 
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enfin l'équation de la tangente au point (a',6') de la courbe 
f[a^ 6)=o, sera ' 

0U| en employant les trois coordonnées, 

. «A' + Pfp' + ^/V^^- 

Les deux dernières équation^ que nous venons d'écrire repré- 
sentent chàctuie la polaire du point {à\lf) ou («M3\y0» lorsque 
la courbe est du second degré et que le point, au lieu d'être 
sur la courbe, a une position quelconque dans le plan, 

GÉNÉRALISATION DIS COORDONNÉES TANGBNTIELLBS. 

67. — On peut généraliser les coordonnées tangèntielles de la 
même manière que les coordonnées rectilignes; car si l'on prend 
trois points fixes A, B, G (fig, 34) % ces points seront représentés, en 
coordonnées tangèntielles, par trois équations du premier degré 
en p et g, savou* a = o, P = o, Y==Ot si Ton joint ces points 

deux à deux par des droites, l'équa- 
tion a = ay représentera un point quel- 
conque D de la droite AC , l'équation 
|î = 6y un point quelconque E de la 
àit)ite BG* et ces deux équations, prises 
ensemble , représentent la droite DE , dont les coefficients a et 
h pourront être regardés comme les coordonnées. 

D'après cela, si f{p^q)=o est l'équation d'une courbe en 
coordonnées tangèntielles, en y remplaçant p et g par leurs va- 
leurs tirées des équations a = ay , ^ = 6 y « ^n aura une équa- 
tion de la forme <p(a,&) = o, ou bien, en employant trois coor- 
données, <p(a,p,Y) = , et les propiiers membres de ces nouvelles 
équations seront chacune, par rapport aux variables, du même 
degré que f{p,q) = o. 
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6ë. -^ Ces tlôtîffeflfeS êODlrdOîlhées tÉifgentiélléS Sont SUsceJ)- ' 
tibles d'une întétptétation gèoinétri(ïUë irimple. ConsidérotiS, on 
eflet, la droite quelconque représentée, en coordonnées recti-^ 
lignes, pBî l'équation pài-\-qy — 1=0, et appelons S la dis- 
tancé de cette dtoîte au point A , dont les coordonnées sont x^,y^ ; 
fiotis avons 

y p* 4" ?* 

fie qtd f evieiit à 

si nous attribuons, dans a, aux variables p et 9, îeS valeurs des 
coordonnées tangentielles de la droite donnée. 

Nous trouverons de mème« en appelant 8^ , S, les distances des 
points 6 et à cette droite 



Cela prouve que les quantités olj p, y, lorsqu'on y donne, 
aux variables p et ç, les valeurs des coordonnées d^une même 
droite, sont proportionnelles aux distances xles points A, B, G à 
cette droite, et, par conséquent, puisque 



a 



Y 



que l'on a 

Ainsi, lorsqu'on donne, pour définir une droite, les deux coor- 
données a et 6, on ne fait autre chose que donner le rapport des 
distances de cette droite aux points A et G et le rapport des dis- 
tances de cette même droite aux points B et G. Si l'on donne les 



60 UYRB I. <*-CHÀP. m. 

trois coordonnées a, p, y « on fait connaître les distances mêmes 
de cette droite h ces trois points, ou, du moins, d^ quantités 
proportionnelles à ces distances. 

69, — Les remarques que nous venons de faire sur la signi- 
fication géométrique des coordonnées a et 6 permettent de dé- 
montrer facilement le théorème sur les transversales dont nous 
avons déjà donné une démonstration (n"" 3s). 
Soient, en effet, a et ( les coordonnées de la sécante quel- 
conque DEF (fig. 35); 8, 8,, 8, les dis- 
tances des points A, B, G à cette sé- 
cante. Nous avons (n* 68) 




A 


u 


r^ 


Kg. 


». 


$ AD 
"-«.-CD' 

*-«, CE' 


et, par suite. 




* 8, BF 
a~8 ~"AF* 



Or, si, dans l'égalité - = —^ nous remplaçons b et a par leurs 

BE AD 

valeurs 7îp et p^, nous trouvons 






AF 



ou 



AF.BE.CD = AD.CE.BF, 



égalité qui exprime que : 

Lorsqu'une sécante quelconque rencontre les trois côtés d'un 
triangle, elle détermine six segments tels que le produit de trois 
d'entre eux^ non consécutifs^ est égal au produit des trois autres: 
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70. — Dans le système des coordonnées tangentielles ainsi 
généralisées : 

un point quelconque sera représenté par une équation du pre- 
mier degré 

Aa + B6 + G =0, 
ou 

Aa + Bp + Gy = 



Téquation générale des points d'une droite (a',6') sera ^ 

b — y=m(a — tt'), 

m étant un paramètre arbitraire ; 

le point d'intersection des droites (a',6'), (a",6"), aura pour * 

équation 

i 

enfin l'équation du point de contact de la tangente {a\b') à la 

courbe /(a, 6) = o , sera ^ 

i 

ou, en employant trois coordonnées, 

Ces deux dernières équations représentent chacune le pôle de 
de la droite (a',6') ou (a',p',7') , lorsque cette droite, au lieu d'être 
tangente à la courbe, a une position quelconque dans le plan. 



CHAPITRE IV. 



Propriétés générales des sections coniques. 

Théorème I. 

71. •— Par cinq points donnés réels ou imaginaires^ on peut 
toujours faire passer une section conique^ et Von n'en peut faire 
passer qu^une. 
Considérons quatre points, a, 6, c, d (fig. 36) et joignons-les 

deuï ^ 4eux pw les droites a*, bç^ ç^^ A»4w^ 
c nous représenterons les équa^ion^ pa^ ^r^R^ 
Y = G, p = 0, 8 = en posant pour abréger 
Sscmçt + n^ — Y* L'équation générale des 
P courbes du second degré, en prenant pour 
nouvelles coordonnées a^ p, y, est 




Fig. 36. 



parles quatre points a, 6, r, d. La courbe passant par le point 6, 
son équation doit être satisfaite quand on y fadt a = o, y = o; 
donc A' = o. De même, la courbe passant par le point c, son 
équation doit être satisfaite par y = o, p = o, et par consé- 
quent A = o. Exprimons de même que la courbe passe par les 
deux autres points d et a, ou que son équation est satisfedie 
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par p=o, S=o, ou ce qui revient au même, par p = o, 
Y=ma + np, etpara=5 0, Y=W*4-np, il vient 

A''m -f- 2B' = o, A''n + 2B = o; 
4'OÙ 

. a ' ? * 

De là résulte (jue l'équation de la courbe cherchée est 
OU ce ^ revient au même, 

aB'^aP + A"y (y — m« — np) = o. 

L'équation de I3 ccmique passant par les quatre points a^b^c^d 
peut donc s'écrire simplement sons la forme 

(1) ap — Ay^ = o. 

On volt immédiatement qu'il suffit de se donner un cinquième 
point pour déterminer complètement l'équation. Soient en 
effet a',p', y' ses coordonnées et 8^ ce que devient 8 lorsqu'on y 
substitue les coordonnées de ce point ; on doit avoir 

a'P'— AfS'=o, 

ce qui fournit pour h une. valeur finie et détenninée à moins que 
ce cinquième point ne se trouve sur une des droites » = o, ^ = 0, 
Y = o, 5 = o. La courbe se réduit dans ce cas à deux drdtea. 

72. — De l'équation k = Sr^wJ$S la déjnpnstri^iipfl 4u théch 
rème suivant : 
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Théorème O. 

Un quadrikuère étant inscrit à %me conique^ le produit des dis- 
tances de chaque point de la conique à deux côtés opposés du 
quadrilatère est au produit des distances du même point aux 
deux autres côtés^ dans un rapport constant. 

Réciproquement, le lieu des points d'un plant tels que le pro^ 
duit de leurs distances à deux côtés opposés d'un quadrilatère^ soit 
au produit des distances aux deux autres côtés dans un rapport 
constant^ est une conique circonscrite au quadrilatère. 

Cela résulte immédiatement de ce que le lieu défini par 
l'énoncé a pour équation 

-^ = A ou oB — éyS = o; 

On pourra d'ailleurs en faisant varier le rapport k obtenir 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère. 
Ces théorèmes ont pour corrélatifs les théorèmes suivants : 

Théorème m. 

73. — Cinq tangentes déterminent une conique et n*en déter- 
minent qu'une. 

En effet, soient construits les pôles des cinq droites ; par ces 
cinq points on pourra faire passer une conique S' et on n'en 
pourra faire passer qu'une. La courbe polaire réciproque de S' 
sera une conique S tangente aux cinq droites, et il est évident 
qu'il n'y. a qu'une solution, la courbe S' n'ayant qu'une polaire 
réciproque. 

Cherchons en coordonnées tangentielles Féquation d'une 
conique tangente à quatre droites. 

Soient 
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les équationli en coordonnées tangentielles des quatre sommets 
du quadrilatère formé par ces droites. L'équation cherchée est : 

(2) ap — Ay8 = o. 

■ 

En effet, en coordonnées ordinaires cette équation représente 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère formé par les 
quatre droites a, p, -y, 8. Or ces quatre droites sont les polaires 
des points que les mêmes équations représentent en coordonnées 
tangentielles. Donc l'équation (2) en coordonnées tangentielles 
représente toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère 
proposé. On pourra d'ailleurs en faisant varier h obtenir toutes 
les coniques inscrites dans le quadrilatère donné. 

74. — Les quantités a, p, y, S sont proportionnelles aux dis- 
tances d'une droite arbitraire aux quatre somjnets du quadrila- 
tère; on a donc ce théorème : 

Tliéorèiiie IV. 

Un quadrilatère étant circonscrit à une conique, le produit des 
distances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est 
au ,produit des distances des deux autres sommets à la même 
tangente dans un rapport constant. 
La réciproque est vraie et peut s'énoncer ainsi : 
Lorsqu*une droite se meut de telle sorte que le produit de ses 
distances à deux sommets opposés d^un quadrilatère, demeure 
dans un rapport constant avec le produit de ses dislanoes aux 
deux autres sommets, cette droite enveloppe une conique inscrite 
dans le quadrilatère donné. 

Théorème V. 

75. — Si Ton joint un point quelconque d'une conique à quatre 
points fixes pris sur cette conique, le rapport anharmonique du 
faisceau est constant. 

5 
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Soient «i, fr, c, d les quatre points fixes (fig, 5;) } 

m 

fo = o, P = o, 5 = 0, Y = ^ 

/ les équations des droites 069 cd, &o, ad : l'équa- 
\y tion de la conique est : 

Fig. 37. 

Op — ftyS = O. 

Prenons un point quelconque m sur cette ccHÛque et jmgnons- 
le ^ux quatre autres par les droites ma^ mh^ me, tAà. En 6xp|i* 
mant de deux manières la surface des triangles m^ik, m&e, «Kd, 
moA^ nous arrivons aux égalité : 

a6 X ot = am . 6m sin (am6) 
6c X T = 6m.6msin(6mc) 
cd X P = om.dmsin(cmd) 
da X 5 = dm.amsîn(dma). 

Tirons de là les valeurs de a, p, y, 8, et portons-les dans Féqua- 
tipn de }a conique, il vieqf ; 

sin \pmh) ^ (sin cm6) , ai . ^* . 

sin (omd) * (sincmd) ad * ca^ 

ce qui démontre la propositien. 



Théorème eorrélatif. 

Une conique étant inscrite dans un quadrUfftW^^ «m timo^n^^ 
quelconque est coupée par les côtés du quadrilatère de telle sorte 
que le rapport anharmoniffue ^es poivfy ^intersection est constant. 

Pour démontrer ce théorème il sufiit de transformer le pré- 
cédent par les polaires rédproques. En effet, aux quatre points 
fixes correspondent quatre tangentes fixes de la conique polaire 
réciproque, au point mobile m correspond une t9iigen|e quoi- 
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conque à cette conique, et enfin au faisceau ma^ nib^ me, md cor- 
respond le système fl^fjliî^tfp points 4' iUtSW^tion de cette tan- 
gente variable avec les quatre tangentes fixes. Il résulte du 
tbÔQiibpa précédât que leuf rapport anharmonigue est con- 

Théorème TI. 

76, AutQ}ir ^ dçux f oints pcpes risfypntî^t ^^x faisceaux Ao- 
mgrçifM^W^ • k H^u ^0$ inferfectigns dfis droites correspondantes 
est vnp çQniqm ^m passe par }fis ^^ pç^int^ fiscs. 

Qu dit (pie deux faisceaux de droftè^ ^it bomograpbiques, 
(juapd 1^ rapport anharmonique dQ quatre droites 4^ l'^iq de» 
faisceaux, est égal au rapport aub^-rpioiûque des qufiitrô dfojtea 
correspondantes daps l'autre. 

Les intersections a, 6, c 4© trçig çoup^ps de 4ro}t^ Ijqmogrft? 

phîques, et les deu$ points gxeg p,p' (Qg, 38) déteru^lî^p^t ^nq 

\/ CQnîque, Pei^ (Irrites houiQgraph|quçji 

\[/Y\ "x^ quelconques se couperont sur cette çQj^^ 
\/ \//>'' que en vertu du théorème V. Ainsi par 
//<1 V/ / exempte, à la droite o'd du système 0' cor- 

\|^:___--^g; respondra la droite od du système 0, 

Fig. \%. parce que le rapport anhanuonique des 

deux faisceaux de quatre droites est le QQÔme* 

Il résulte de là que la tangente en 0' à la conique est la droite 
du faisceau o' qui otrrespoud à la droite od du faisceau 0', et de 
luêrn^ que b taugenta en est la droite du système d qui cor- 
respond à od dans le système q\ 

Si 1^ droite od s^ correspond à elle-même dans les deux systè- 
lues, filte fait partie du lieUi et par conséquent les points a, 6, c, d 
sont ep ligue droite; ÛU P^Ut éUPUCer ainsi ce résultat : 

CoaQLUJRE. T— Lprfifque dauil deux faisceaux de droites homo- 

P^plûiiu^ il ipxiste uu§ 4roits qui «e correspond ^ elle-mêm^t 
lea poipji 4'io$^§ectian dfl» 4rpites corre§pqn4^ut^S 4^ 4fiUî 
f^îsiigm( ^i^t suf ui^ mêii^e ligue di'oite ! 



^ 
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Théorème eorréUMt. 

Si sur deux droites an a deux systèmes de points homogrnphi- 
ques^ la droite mobile qui joint deux à deux les points correspon- 
dants enveloppe une conique tangente aux deux droites» 

Ce théorème se démontre en transformant le précédent par 
les polaires réciproques, et l'on voit que si Sa et Sa' (fig. Sg) 

sont les droites fixes, pour avoir les points a et a' 

où elles touchent la courbe G, il faut prendre sur 

j — chaque droite le point correspondant de S con- 

Fig. 39. sidéré comme faisant partie de l'autre. Si le point 5 

se correspond à lui-même, le lieu se réduit à un point. On a donc 

ce corollaire corrélatif du précédent : 

Corollaire. — Lorsque le point de rencontre de deux droites 
sur lesquelles se trouvent deux divisions homographiques se 
correspond à lui-même sur les deux droites, les sécantes qui 
joignent deux à deux les points correspondants passent par un 
même point. 

Théorème VU. 

77. — Deux angles de grandeur constante toumaht autour de 
leurs sommets^ si t intersection de deux côtés reste sur uns mime 

jn^ droite^ le point d'intersection des 
/ 1 deux autres côtés décrit une conique 
1 qui passe par les deux sommets 

I fixes. 

I En effet, les deux faisceaux de 

p droites om^ o'm (fig. 4o) sont évi- 

^^^ — demment homographiques, et il [en 
^g 40. résulte que les droites om\ o'm' qui 

forment avec elles des angles constants a et p sont également 
homographiques. Donc le lieu du point m' est une conique passant 
par les deux points o et o' en vertu du théorème précédent. 
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Il est facile de construire les tangentes en o et o\ En effet, la 
tangente en o' est la droite correspondante de ocl dans le sys- 
tème om! ; menons donc en o la droite om , faisant avec ocf un 
angle égal à a, puis joignons o'm^ et enfin faisons en o' l'angle 
m,oT = p: oT est la tangente cherchée. On construirait de 
même la tangente en o. 

A ce théorème se rattache le suivant : 

Théorème TID. 

78. — 5î, SUT les deux côtés d'un angU^ à partir du point où 
chacun est rencontré par une série de sécantes issues Sun point 
fixe^ on prend des longueurs constantes^ les cordes qui joignent 
les points ainsi déterminés enveloppent une conique tangente aux 
deux côtés de f angle. 

Soient o le point fixe, A et B les deux droites fixes , oab la sé- 
cante variable, m et m' des points tels 
que les distances am et 6m' soient égales 
aux longueurs constantes données (fig. 4 1 ) . 
Les points a et 6 forment évidemment 
deux systèmes de divisions homographi- 
ques, et par suite il en est de mèpae des 
Fig. 41. points m et m'. Donc, d'après le théorème 

corrélatif du théorème VI, la droite mm! enveloppe une conique. 

Théorème m. 

79. — Les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes^ tandis que n — i sommets décrivent des droites fixes: le 
n' sommet décrit une conique. 

Soient o^, o,, o, o» les n points fixes, A^ A, A^_j les 

droites fixes, a^ le sommet libre (fig. 42)- 
Les sommets a^ et a, forment sur A, et A, deux séries de points 
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horilbgH{>hiqfteS; dé ftietrlé a, et 9, Sur A, et A„ dônè iei joints 

bj et tfj fohneiit des systèmes 
homogràiihîquès. En côhtinuarit 
* ainsi, ttti àrritre à Voir que les 
pbitità dj et tf^_j sont tomogrâ- 
phiques, et par suite que les droi- 
tes a^j on» tti Ort sont hoiiiogra- 
phiques, donc leur intersection a^ 
déorit une conique passant par les 
^- *2- points Oj et o». 




Tbéorème eorrélwliff. 



Le9 n êtnnfWBiê d'tm polj/yon» glisêmt êûr n (Ih)iMî /tolsi iun^ 
dis que n — i côlés tournent autour de n-^t poinii flœes : ie 
o' côté enveloppa une oonigti^i 

Pour démontrer ce théorètriei il suffit de transformer la figure 
que noua venons de considérei*, par les polaires réciproques; 
cette transformation montre en même temps que la conique est 
tangente aia deux droites fixes sur lesquelles glissent les extré- 
mités de la droite ^iù envtioppe la conique. 
La démonstration que nous avons donnée du théorème direct 

s'applique ; évidemment au cas du 
triangle. Dans ce cas cm peut immé- 
diatement trouver trois autres points 
de la conique. En effet, la droite a^a^ 
(lîg. 4S) peut occuper les trois posi- 
tions : o^o^^ 0^0^^ ao^ et Ton recon- 
faâlt immédiàtetuetlt (jùé lès positions 
bôrr^spondântes de d, sôUt • Ô, c, a. 
Donc la conîqUe doit pàsëei* |iar ces 
trois points, et comme elle passe en outre par 9^ et o, elle est 

complètement déterminée, 




Fig. 43. 



i 



r 
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irhéorèine X., 

80. — tes trois côtés d'un triangle tournent autour de trois 
points fixes^ tandis que deux sommets se msuvent sur deux co- 
niques passant chacune par deux des points fixes : le troisième som- 
met décrit une conique passant par les deux points autour desquels 
tournent les côtés dont ce sommet est t intersection. 
Cela résulte immédiatement de ce que les droites ajn^ , a^m^ 

(fig. 44) forment deux faisceaux ho- 
itiogtàpiiiques, car chacun de ces fais- 
ceaux est homographique avec le fais- 
ceau des droites m^ m^é Donc, en vertu 
du théorème YI « le lieu du point ih est 
une coiiique passant par les deux points 
^.44. a^eta,* 

Ce théorètne gétiëralisë s'énonce ainsi t 

Théorème XI. 

82. -^ Les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes ^ tandis gtce n — i sommets glissent suru — i coniques ^ la 
conique sur laquelle'glisse chaque sommet étant assujettie à passer 
par les deux points autour desquels tournent les côtés dont ce 
sommet est le point d'intersection : le n* sommet décrit une conique 
passant par les deux pivots des côtés dont il est t intersection. 

En effet, en procédant de proche en proche, on reconnaît fa- 
cilement que les deux côtés qui déterminent le sommet libre 
font partie de deux faisceaux homographiques. 

La transformation par les polaires réciproques conduit au 
théorème corrélatif suivant , cp'il sufidra d'énoncer. 



ht. ■ 
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Théorème eorrélatif. 

Les n sommets d'un polygone glissent sur n droites fxes^ 
tandis que n — i côtés roulent surn — i coniques^ chaque oo- 
nique étant tangente aux deux droites fixes sur lesquelles glis- 
sent les extrémités du côté qui roule sur cette conique : le n' côté 
enveloppe une conique tangente aux deux droites sur lesquelles 
glissent les extrémités de ce côté. 

Théorème XD, 

82. — Si trois coniques ont deux points communs » les trois 
droites ^qui joignent les autres points d'intersection des courbes 
deux à deux passent par un même point. 

Soit S=o l'équation de Tune des sections coniques, a=o 
l'équation de la droite qui passe par les deux points communs, 
les équations des deux autres sections coniques seront de la 
forme S — fcap=o, S — fc'ayrrro. Les trois droites qui passent 
par les deux autres points d'intersection des com^bes considé- 
rées deux à deux sont donc p=o, y=o, k^ — fc'Y = o, et on voit 
que la troisième] passe par le point d'intersection des deux 
premières. 

Théorème corrélatif. 

Si trois coniques ont deux tangentes communes^ les trois points 
d'intersection des autres tangentes communes aux courbes deux à 
deux sont en ligne droite. 

Le théorème XII fournit une démonstration élégante et simple 
du théorème important connu sous le nom de Théorème de 
Pascal^ et qui s'énonce delà manière suivante. 
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Tltéorème JLSMM. 

83. — Les points de rencontre des côtés opposés d*un hexagone 
inscrit dans une conique sont en ligne droite. 
Soient m et n les points de rencontre des côtés opposés ab et 

de, af et cd (fig. 45). Je dis 
que la droite mn concourt 
au point de rencontre des 
deux autres côtés opposés 
hc at ef. 

Considérons, en effet, les 
deux systèmes de droites ah 
et cd, af et de, comme deux 
coniques; on reconnaît im- 
médiatement qu'elles ont entre elles et avec la conique proposée 
la corde commune ad\ donc les trois autres cordes coucou- 
rent au même point. Or ces cordes sont mn^ bfet /e, ce qui 
démontre la proposition. 

Rien dans notre démonstration ne suppose que les six points 
abcdef forment sur la conique un hexagone convexe, et le théo- 
rème s'énonce plus généralement en disant : 

Six points étant pris à volonté sur une conique , si , partant 

de l'un d'eux, on passe par tous les autres avant de revenir au 

point de départ, et qu'on numérote les côtés dans l'ordre dans 

lequel on les a obtenus , les trois points d'intersection des cou- 

• pies de côtés opposés (i , 4) (a* 5) (3, 6) sont en ligne droite. 

Le corrélatif de ce théorème, célèbre sous le nom de Théo- 
réme de Brianchon^ est le suivant : 

Théorème corrélatif. 



Les trois diagonales qui joignent deux à deux les sommets op- 
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posés d'un hexagone circonscrit à une conique passent par un 
mime point. 

Ce théorème a toute la généralité du précédent, c'est-à-dire 
que l'hexagone peut ne pas être convexe. 

84. — Du théorème de Paâcal et de celui de Brianchon on dé- 
duit plusieurs corollaires importants : 

Corollaires. Lorsque deux sommets consécutifs de Fhexagone 
inscrit se confondent^ le côté intermédiaire devient une tangente 
à la courbe i ainsi , un pentagone, un quadrilatère, un triangle 
inscrits dans une conique, jouissent de propriétés qu'on déduit 
de celles de l'hexagone inscrit, en complétant le nombre des 
côtés par des tangentes aux sommets. 

En même temps que deux sommets à» l'hexagone circonscrit 
se confondent, les deux côtés correspondants de l'hexagone cir- 
conscrit se placent en ligne droite, et le sommet intermédiaire de- 
vient le point de contact du côté double ; ainsi , un pentagone, un 
quadrilatère, un triangle circonscrits à une conique jouissent de 
propriétés qu'on déduit de celles de l'hexagone circonscrit » en 
complétant le nombre des sommets par des points de contact. 

Nous allons énoncer ces propriétés. 

Pentagone rnscRrr. — tin pentagotie étant inscrit dahs une 
toili^e, désignons ses côtésconsécutîfeparlesnuméros i ,2^3,4,5: 
le point de concours des fcôtés i et 4» celui des côtés 2 et 5, et 
celui de là tangente au sommet (i,5) avec le côté 3, isoilt en 
ligne droite. 

Cette remarque permet, étant donnés cinq pomts d'une co- 
nique, de construire les tangentes à la conique en ces points. On 
peut en effet compléter l'hexagone successivement par chacune 
des cinq tangentes. 

Pentagone circonscrit. — Désignons par les numéros 1, a, 3,4,5 
les sommets d'un pentagone ' circonscrit à une conique. Les 
dl^bites qui joigUent les sommets i et 4, à et 5, et le i>tlilit de 
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(^oùtact âU fcdtS (1,5) àveé lë âomtfiét 3^ âé ctiiipèht ëo îlâ itieme 
point. 

Il résulte de là qu'étant données cinq tangentes à une conique, 
on pourra trouver leurs points de contact. 

Quadrilatère inscrit. — Si Ton sut)pose que deux feôtés d'un 
hexagone inscrit se réduisent i îséro, on aura un quadrilatère 
inscrit, et les tangentes en deux sommets. Ces sommets peuvent 
tfàilleurs être adjacents ou opposés. 

bans le premier cas, on a le théorème suiVaiit : 

Si par deux sommets adjacents d'un quadrilatère inscrit dans 
une conique, on mène des tangentes à cette coUrbe, les points 
de concours de chacune de ces tangentes avec le côté adjacent 
au sommet par lequel passe T autre tangente, et le point de 
concours des deux autres côtés, sont trois points en ligne 
droite. 

Dans le second cas, on a dénoncé suivant : 

Dans tout quadrilatère inscrit à une conique, les points de 
concours des côtés opposés, et celui des tangentes menées par 
deux sommets opposées sont en ligne droite. Cet énoncé définit 
quatre points qui sont en ligne droite. 

Quadrilatère cirgopîscrîî. — Vôîcî, relativement au quadri-, 
latère circonscrit, les deux théorèmes corrélatifs des précédents : 

i*» Dans tout quadrilatère circonscrit à une conique, les droites 
qui joignent deux sommets opposés aux points de contact des 
tangentes issues de l'un des deux autres sommets, se coupent 
sur la dis^onale qui joint les deux autres sommets opposés ; 

2** Dans tout quadrilatère circonscrit, les deux diagonales et 
les droites qui joignent les points de contact des côtés opposés 
se coupent au même point. 

Trlangu insQRtt'i -^ Supposons que Thexagônë imtrlî se l*é- 
duise à un triangle, par l'évanouiBsément de trois côtés tidU CdU^ 
aécutifs. Le théorème de Pascal m modifie de la madièt^ sui-* 
vante : 



1 
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Les points de rencontre des côtés d'un triangle inscrit avec 
les tangentes aux sommets opposés sont en ligne droite. 

Triangle girgonsgrit. — Dans tout triangle circonscrit, les 
droites qui joignent les sommets aux points de contact des côtés 
opposés passent par un même point. 

Gomme application de ces deux derniers théorèmes, nous si- 
gnalerons la détermination de la tangente en un point quel- 
conque de la conique du- théorème VI, et celle du point de 
contact d'une tangente quelconque à la conique du théorème 
corrélatif. 

Enfin nous ajouterons qu'une conique étant donnée par cinq 
points ou par cinq tangentes, le théorème de Pascal et celui de 
Briancbon permettent évidemment de résoudre ces deux pro- 
blèmes : construire un sixième point quelconque et la tangente 
en ce point ; construire une sixième tangente quelconque et son 
point de contact. Il est d'ailleurs aisé d'obtenir les éléments de 
la courbe. (Voyez les leçons de géométrie analytique, n*286.) 

Nous donnerons encore le théorème suivant , comme complé- 
ment de celui de Pascal-. 



Théorème XTV. 



86. — Étant donné un hexagone inscrit dans une section co- 
nique^ on prend les points d'intersection des côtés opposés^ puis les 
points dUntersection des trois diagonales avec les deux côtés opposés : 
les neuf points ainsi obtenus sont situés sur trois droites pesant 
par un même point, 

La première partie du théorème résulte immédiatement de 
l'hexagone de Pascal. En effet, outre l'hexagone a6cd«f (fig. Ifi)^ 
dont les points de concours des côtés opposés forment un pre- 
mier système de points en ligne droite, on peut former deux 
hexagones où les trois diagonales du premier entrent comme 
côtés, et les côtés de l'hexagone donné successivement comme 
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côtés opposés par rapport à ces diagonales : ce sont les deux 




Fig. 46. 



hexagones aicfeha et adebcfa. Les trois droites qui doivent con- 
courir en un même point sont donc AB, A'B', A'^B". Soient a = o, 

P = o, Y = o, Y' = a(i-j-PH-^Y = ^» ^^ équations respectives 
des droites a&,c(f, ad, 6c. L'équation delà conique est 

Les droites de et af^ qui passent respectivement par les points 
d et a, ont pour équations np — y=o, ma — y=o. 

Pour avoir l'équation de la droite be^ cherchons les coordon- 
nées du point où de rencontre la conique. A cet effet , rempla- 
çons Y par np dans l'équation de la conique ; il vient a — nrf= o, 
équation d'une droite qui, passant par les points b et «, n'est 
autre que 6e. On trouve de même, poiu* l'équation de la droite fc, 
P — mY'=o. Cela posé, nous avons les coordonnées des pointe 
A, A', A", R, R', R", que nous écrivons dans le tableau sm- 
vant : 



{a = o 



A' 



a 

P 

a' 



o 

Y = 
o 



p' — my = 



B 



B' 



— Y = o 



p 


= 


ma 


— Y = 


p 


= 


tt 


— nY 



— nv = o 
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«vas j. — çuip, \\. 



"U: 



9 
o 



\ a — nV = o 



Les équations des droites AB, Â'B', A''^" sont par suite 

m« -f" **P — Y = ^ 
mat + **P — win^' = o 

Ces trois droites passent par un même point, puisque l'équation 
de la troisième résulte des deux autres combinées par sous- 
traction. 

Théorème corrélatlC 

Étant donné un hexagone eireonscrit à une conique , on joint 
par des d.r cuites les sommets opposés^ pu\s chq^ue sçmmet au poini 
de concours 4^^ ^eux côtés adjacents à ceux qui passent par ce 
sommet : les neuf droites çiinsi obtenues passent trois à trois paf 
trois points ^ qui sont sur une même (If pit^^ 



Tli^or^me 



66« -^ On iâsmê ma 9ÊmiWi il ^mf (N m «mainte; deux 
côtés d'un triangle van§^\$ (âUfoeitf atAteiif dp deêm pêimt^ fixês, 

tm^ 91^ deuss samunets 
§Hssmi $w btt dfum ton** 
§mlfh et qu$ U cùU qui kf 
tmt^t îMtû twB^tent àla i^ 
HiqMA : let liiu déo9Upii,t le 
jToiftàèmç semmêt eil wm 

6ûf|i9U«paW(tU pç^fU^dem 
points fixes. 

Soient a et 6 les points 

fixes, c et $1 Içs sommets 

qui décrivent les tangentes 

oa, oP; m le point décrivait (fig. 47)> les systèii^es fies points c 




Fig. 47 
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etd sont homographiques, d'apf^ )§ théorème (s^oirôlatif du 
théorème VL Ponc les faisceaux des droites am et bm sont ho- 
mographiques , §t le point m décrit qpe conique passant par les 
points a et 6. 

Des positions particulières de la droite cd déterminent d'au- 
tres points de la courbe qu'il est bon de remarquer. Lorsque cd 
se confond avec l'une c*d' des deux tangentes menées par le 
point a à la courbe donnée , le pmnt m occupe la position d\ 
Ainsi la courbe passe par les points de rencontre de la droite o^ 
et des tangentes menées par le point a à la courbe donnée. Elle 
passe de même par les points de rencontre de la tangente o%et 
des tangentes menées par le point 6. Enfin, lorsque la droite cd 
s'applique sur oa, la limite du point c est le point de contact p 
de ooL ; celle du point d est le point o. La courbe passe donc par 
les points de rencontre des droites ap^ ob ; et de même par celui 
des droites ftg, oa. Nous connaissons ainsi huit points du lieu. 

yiiéopÉfic «orvéJUiiif. 

0» datma une «oiuftia al iêu» pamU fioam iut citta cmriêi 
deux sommets d'un triangle nariabU gUssênt sur deum ànoitês 
fixeSi tandis que deux côtés tournent autour des points fixes^ et 
que le sommet qu^ik déterminent décrit la conique. Le troisième 
côté enveloppe une conique tangente aux deux droite^ fixes. 

Nous laissons au lecteur le soin de déterminer six autres tan- 
gentes, d'après des positions particulières du sommet qui décrit 
la conique donnée^ 

GanfQirai pamaiit Pim quatre Pomts oo fiNOCNfis 

A QUATRE DROITES. 

11ié«vèiM0 I. 

87. — Les coniques qui passent par quatre points fi^Êà AlMtS 
mkmi Mf use dmtâ /bia iei points m inmlutim^ 
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Soient a, 6, c, d les points fixes (fig. 48), a=:o, p=o, y = o, 

^ 8=aa-J- tp — Y= o, les équations des 
droites 6c, ad, a6, de. 
Soit encore 




(i) wia-|- wP— Y = ^ 

Fig. 48. 

l'équation de la droite fixe fnm\ 
L'équation de la conique peut se mettre sous la forme 

(a) ap— Ay (aa 4- 6p — y) = o. 

En éliminant y entre les équations (i) et (2), nous obtien- 
drons une équation du second degré homogène entre a et p» 
Elle se décompo^ra en deux autres 

a = A,p, a = M# 

qui seront celles des deux droites passant par le point d'inter- 
section des droites ad et frc, et par les points d'intersection de 
mm! et de la conique. Il reste à faire voir que ces droites sont en 
involution. Or l'équation du second degré étant 

km(a — m)a' + kn[à — n)^* -j- = ^9 

on en déduit 

_ n(b-n) 

Ce produit étant constant, les droites en question forment in- 
volution, et les droites a=:o, p=o, ou bc^ ad^ sont deux droites 
conjuguées. 

L'involution est définie par les données. Car deux côtés op- 
posés du quadrilatère coupent la sécante en deux points conju- 
gués et deux systèmes de deux points conjugués déterminent une 
involution. 

Les deux points doubles de l'involution sont les points de 
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contact de. deux coniques tangentes à la droite wm', et passant 
par les quatre points. 

Corollaire. Par quatre points donnés, on peut faire passer 
deux coniques (réelles ou imaginaires) tangentes à une dfoite 
donnée. Les considérations précédentes permettent de construire 
les points de contact, d'après la théorie de Finvolution. 

Théorème corrélatif. 

Les tangentes menées par un point fixe aux coniques tangentes 
à quatre droites fixes sont en involution. 

Les deux droites doubles sont les tangentes à deux coniques 
passant par le point fixe et tangentes aux quatre droites. 

Corollaire. On peut faire passer par un point donné deux 
coniques tangentes à quatre droites données. La construction 
résulte de ce qui précède. 

' Théorème II. 

88. — V enveloppe des droites qui sont coupées harmoniquement 
par deux coniques données est une conique. 

Rapportons la figure aux trois côtés du triangle dont les som- 
mets sont les pôles doubles du système des deux coniques. 
L'équation de l'une des coniques est de la forme 

Aa* + BP* + Cy* + aDpY + aE^a -f aFap = o. 

Il faut exprimer que chaque sommet du triangle est le pôle du 
côté opposé. Or la polaire d'un point quelconque (a'^p'^yO ^ P^^ 
équation 

Les coordonnées du point w où se rencontrent les axes a et ^ 
sont a' = o , P' = o. La polaire de ce point a donc pour équation 

6 
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f Y^ p. En identifiant cette équation avec y =o, on obtient 

D = o, E=o. 

Op trquverait de même F =z o, y équation de la conique est donc, 
sironffdt G^i, 

Soit pa+gp — Y=o 
l'équation de la sécante mo- 
bile. Si nous éliminons y 
entre ces deui^ équations, 
nous obtenons une équation 
hqpiogènQ du deiwèD^e de-, 
gré qui représente les deux 
^^ droites fna\ fnd (fig. 49)* 
Cette équation est 




Fig. 49. 



(0 



(A +y)a* + {B+ f»)^^ 4- m^^ = e. 



On a de même, pour représenter les dçux droites m6, mb\ Vé^ 
quation analogue 



(^) 



(A'+ pV+ (6*+ ?*)?*+ ap?«^ = o. 



en observant que Véq^tion de la deiwèiï» cQ^iique «st 

Exprimons que ces droite^ sont en involutiput 
fc représentant la coordonnée d'une droite^ h^ cQpditiiQn^ pow 
que quatre droites soient harmoniques conjuguées, est 

kl — », k^ At, 



OU 



2 (Mi + Ms) - (*o + *i) {*, + ^ù ^' 0. 
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Noua avons à remplacer ici k^ et k^ par les racines de Téqua- 
tion (i) et ft,, fc, par les racines de Téquatiop (a). Si Ton feit 
cette siibstitution , ce qui est très-simple, puisqu'on n'a besoin 
que de la somme et du produit des racines, il vient pour équa- 
\ tion en coordonnées tangentielles de la courbe cherchée 






■ I '" ' e I z^ 0< 



Cette équation étant du second degré, on voit que l'enveloppe 
cherchée est une conique, et comme elle ne renferme que des 
termes carrés, chaque côté du triangle mnp est encore U po- 
laire du sommet opposé par rapport à cette conique. 

GoROLL^RE. Quand la droite mobile passe par l'un des points 
d'intersection des coniques, elle devient tangente en vertu de ce 
principe que si, dans un système de quatre points formant une pro- 
portion harmonique, deux points viennent à se confondre, il y en 
a nécessairement un troisième qui se confond avec ces dfiux. Les 
tangentes menées aux coniques données par les points d'inter^ 
secticm sont donc des positions particulières de la droite mobile. 
Ces positions sont au nombre de huit, d'où ce théorème : 

Si, aux quatre points d'intersection de deux coniques, on 
mène des tangentes à ces courbes, on a huit droites qui sont tan- 
gentes h une même conique. 

Vltéorème eorrél»tlf« 

Le Umdes points (foù Us tangenUs rnsnéiS à deux toniques 
fixfs forment un faisesau harmonique est une Cimique. 
t De plus, les huit points de contact des quatre tangentes com- 
munes sont sm* cette même conique* 

Théorème DDI. 

89. — Les polaires à* un point fixe^ par rapport à toutes les 
coniques menées par qttalre points donnés , passent par un même 
point» 
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Soient S = o , S' = o , les équations de deux coniques parti- 
culières passant par les quatre points. L'équation générale de 
toutes les autres est S — kS' = o, ft étant un paramètre arbi- 
traire. ■ Soient maintenant a = o, a'=o, les polaires du point 
fixe par rapport aux coniques S et S'. L'équation de la polaire 
du même point par rapport à la conique S — fcS' est a — fc a' = o; 
et Ton voit que toutes les droites représentées par cette équation 
passent par le point d'intersection des droites a = o , a' = o. 

Si l'on veut construire ce point, on peut prendre pour co- 
niques particulières deux des systèmes de droites passant par les 
quatre points. 

Théorème eorrélatlf. 

Les pôUs d*une droite fixe par rapport à toutes les coniques 
tangentes à queUre droites fixes sont sur une même droite. 

Corollaire. En supposant que la droite s'éloigne à l'infini, 
on arrive à ce résultat , que : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère 
est une ligne droite. 

On a immédiatement trois points de cette droite en considérant 
les trois diagonales comme limites d'ellipses inscrites; les mi- 
lieux de ces diagonales appartiennent à la droite. Gela démontre 
incidemment que les milieux des trois diagonales d'un quadri- 
latère complet sont en ligne droite. 

Remarque. — Étant donnés un quadrilatère auquel différentes 
coniques sont circonscrites et le point fixe par rapport auquel 
on prend les polaires, le point par lequel passent toutes ces po- 
laires est son conjugué réciproque. 

Ttiéorème IV* 

00. — On donne un quadrilatère auquel une série de coniques 
sont circonscrites et une droite sur laquelle se meut un point : le 




<9 
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lieu du conjugué réciproque de ce point par rapport à deux quel- 
conques de ces coniques est] une conique fixe. 

Soient a^b^c^d les sommets du quadrilatère, M la droite don- 
née, p un point de cette droite, p' son conjugué (fig. 5o). 

Soient S et S' deux des 
coniques circonscrites au 
quadrilatère, r et 5 les 
pôles de la droite M par 
rapport à ces coniques. 
Les polaires ef du point p 
par rapport à s forment, 
lorsque ce point se dé- 
place, un fsdsceau passant 
Fig. 5#. par le point r et ayant 

même rapport anharmonique que le système des positions corres- 
pondantes du point p. Il en est de même pour le faisceau des 
polsdres gh par rapport à la conique S', qui toutes passent par le 
point. Donc ces deux faisceaux sont homographiques. Le lieu 
du point p' intersection de deux droites correspondantes dans 
les deux faisceaux est donc une conique passant par les points r 
et s. — Il résulte de cette démonstration que tous les points tels 
que r et 5 se trouvent sur une même conique, d'où cet autre 
énoncé du théorème : 

Le lieu des pôles d^une droite fixe par rapport à toutes les co^ 
niques passant par quatre points fixes est une conique. 

On a immédiatement trois points de cette conique, en pre- 
nant pour trois des coniques deux côtés opposés du quadrilatère, 
les deux autres côtés et les deux diagonales. Comme le pôle d'une 
droite quelconque par rapport à un système de deux droites est 
rintersection des deux droites, il en résulte que dans le pro- 
blème qui nous occupe, quelle que soit la position de la droite M, 
la conique dont il s'agit passe toujours par trois points fixes 
qui sont les points d'intersection des côtés opposés du quadri- 
latère et celui des diagonales. 
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Théorème eorrélattC» 

Les polaires d'un point fixe par rapport aux coniques inscrites 
dans un quadrilatère fixe enveloppent une conique, 

CONIQUES TANGENTES A DEUX DROITES DONNÉES 
EN DEUX POINTS DONNÉS. 

91. —* Cherchons l'équation d'une conique tangente aux deux 
droites a = o et ^ .== o aux points où elles sont coupées par la 
droite y = o* 

NottS avons trouvé pour l'équation générale des coniques cir- 
conscrites à un quadrilatère 

En supposant que les points d'intersection de 8 avec « et ^ se 
rapprochent indéfiniment des points d'intersection de y avec les 
mêmes droites, on voit que la conique tend à devenir tangente 
à a et p aux points de rencontre avec y» d'ailleurs 8 tend vers y ; 
donc en passant à la limite, l'équation de la conique cherchée 
est 

(i) ap— ftr* = o. 

En se donnant un point de la courbe, on détermine la con- 
stante fc, donc un point suffit pour achever de déterminer cette 
conique. 

En coordonnées tangentielles l'équation (i) a encore la même 
signification; a = 0, 8=0 sont alors les équations des deux 
points de contact, y = o celle du point de concours des tan- 
gentes. 

L'équation (1), en coordonnées homogènes se traduit ainsi : 

Thénrènie I* 

te produit des distances d'un point quelconque d'une conique à 
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deux tangentes fixes est proportionnel au carré de la distance du 
mêtêe point à la corde dé eontaeti 

La même équation, en coordonnées tangentielles, donne 
l'énoncé suivant* 

Théorème corrélatif. 

Le produit des distances de deux points de contact de deux tan- 
gentes fixes à une tangente mobile est proportionnel au carré de la 
distance du point ^intersection des deux tangentes fixes à la tan- 
gente mobile. 

W ié orè i o II. 



92. — On donne une conique et un point p, 0r ce point on 

mine une sécante qui coupe la conique en deux points sl et^\ Si 

Ton prend un point o fixe sur la conique^ Us droites oa, oa' for* 

ment involution. 

Menons par le point p (fig. 51) les deux tangentes pc et pd. 

Les quatre droites cp, ca^ cd et ca' 
forment un faisceau harmonique; 
donc il en est de même des quatre 
droites qui joignent les points c, a, 
d, a' au point o, et par conséquent 
les droites oa «t oa' forment involu- 
Fig. »i. tion. 

Les droites doubles sont oc et od. 




Théorèine eorrélattf . 



Étant donMéê Ufie éôhiquë et Une îtoite fiùbeê, par chaque poini 
de la droite on mène des tangënles à la conique : elles détermi*-^ 
nent sur une tangénle fixé des pointé en in'i)olution. 

Les points doubles sont les points d'intersection de la droite 
avec la conique. 
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TIléorème m. 



*• 




93. — Étant donnés une conique et un point fixes^ par ce point 
on mine un système de droites formant involution; V enveloppe de 
la droite qui joint les points d'intersection de deux droites con^ 
juguées avec la conique est une conique. 

Soient a = o, p= o les équations des droites doubles ; les équa- 
tions d© deux droites conjuguées 
sont a = di ap ; représentons par 
fî a — mP=o, a — np=o,lestan- 
gentes réelles ou imaginaires menées 
à la conique proposée par le point 
donné p (fig. 62) , et par y = o la 
Fig. Si. corde de contact, ou la polaire du 

point p. L'équation de la conique est alors 

(a — wP) (a — wP) — Ay* = o. 

Représentons la droite ba dont nous cherchons l'enveloppe 
par 

/>« + ?P + nr = o. 

Pour trouver les points d'intersection de cette droite et de la 
courbe, nous éliminerons y entre leurs équations ; il vient 

m 

r*(a — tnp)(a — np) — k(p%+qf)* = o. 

Cette équation homogène en a et ^ représente les droites pa 
et pt. Pour exprimer qu'elles forment une involution dont les 
droites a et ^ sont les droites doubles, il suffit d'exprimer que 
le coefficient du terme en a^ est nul. La condition est 

m + n 

p9 + -^r' =""' 
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Cette équation est celle du lieu en coordonnées tangentieBes. 
On voit que ce lieu est une conique tangente aux droites repré- 
sentées dans le premier système par les équations a = 0,^=0, 
suivant la droite y= o. On connaît encore quatre autres tangentes à 
cette conique : ce sont les tangentes menées à la courbe don- 
née par les points où elle rencontre les droites doubles. 

On peut supposer» dans cette question, que le faisceau de 
droites en involution est formé par les diamètres conjugués d'une 
conique, ce qui permet d'énoncer le théorème sous une forme un 
peu différente. 

Ttiéorème «•rrélatif. 

Étant donné sur une droite un système de points en involution^ 
on mène par ces points des tangentes à une conique : le lieu des 
points d'intersection des tangentes correspondant à deux points 
conjugués est une conique. 

Cette conique passe par les points doubles d'involution et par 
les points de contact des tangentes menées des points doubles à 
la courbe proposée. Enfin elle passe aussi paroles points d'inter- 
section des tangentes menées à cette cqurbe par le centre d'invo- 
lution avec les tangentes parallèles à la droite donnée. Nous 
avons ici dix points situés sur une même conique. Il en résulte 
un théorème qui peut s'énoncer sans qu'on fasse mention de la 
théorie de Tinvolution, et auquel nous ne nous arrêtons pas. 

Tltéorèaie IV. 

9A. — Quand deux coniques sont inscrites dans un mime 
angle^ il y a deux sécantes communes qui passent par le point 
d'intersection des cordes de contact. 

En effet, en retranchant membre à membre les équations des 
deux coniques, mises sous la forme 

ap — Ay*=o, ap — A/y*=o, 
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on trouve pour leê équatioûft de âén des sécantes communes 



=*»v^. 



et l'on voit que ces sécantes passent par le point d'intersection 
des cordes de conctact y et 8. 
CoROUAiRE. On peut établir une correspondance entre les 




fig, E3. 

points du plan pris deux à d9ux« Soient a, ^^ y tes coordonnées 
d'un point a (fig. 63) « Posons 






— d: 




9' ^' S' sont les coordonnées^ rdativement aux axes <x, p, S, d'un 
point a'. Il est aisé de voir, en tirant de nos relations les valeurs 
de a et de ^, que si le point a est sur la première courbe, le 
point al est sur la seconde. Cela a lieu quel que soit le âgne 

donné ^ \/ p- On passe des points de la première courbe à ceux 
de la seconde par l'une ou l'autre de ces deux transformations. 



J 
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Désignons par o le point de rencontre âe6 tangenteâ communes 
a et ^. Les points a^ a' sont sur une même droite meaée par le 

a S 

point 0. Cela résulte de la relation -7 = £-,. Ainsi menons par le 

pointo unesécante qui rencontre lapremière courbeenaeta^, la se* 
conde en a' et a\. Au point a correspond le point a' ou le point a\y 



v1 



respectivement dans les mêmes cas a\ et a\ 

Par cette transformation^ une droite donne une autre droite. 
Car l'équation 

aa -j- èa = Y 

devient 



■=±v/f«. 



ota' + 6p 



Deux droites correspondantes se coupent sm* Tune des droites 



=-\^«- 



c'est-à-dire sur Tune des sécantes communes dont on a parlé. 

Si donc on mène deux sécantes oa^ 06, les cordes 6a, 6'a' se 
coupent sur Tune des droites d'intersection mn des deux coni- 
ques; aj6j, a\b\ se coupent sur la même droite tnn. Maiâ les 
cordes ab et a\b\ , a^b^ et a'6' se coupent sur l'autre des deux 
sécantes communes en question, mV* 

En faisant tendre le point b vers le point a, on voit que le 
même théorème s'étend aux tangentes en «, a\ a^, a\ : elles 
doivent se couper sur mn ou sur m'n'. 

96. ^ Construire une conique dont on connaît deux tangentes 
et trois points. 
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On pput tirer parti de ce corollaire pour construire une conique 
dont on connaît deux tangentes et trois points ou bien trois tan« 
gentes et deux points. 

Soient oa, o^ les deux tangentes,- a, &« c les points donnés 
(fig. 54) , je décris un cercle quelconque tangent aux deux droites 
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données. Je mène les droites oa^ o6 , oc qui coupent le cercle 
en a", 6", c" : les droites ac^ a"c'\ et les droites 6c, b"c" se cou- 
pent sur Tune des sécantes communes et la déterminent. On ob- 
tient ainsi les deux points p et p' d'intersection du cercle avec la 
conique cherchée. En considérant les autres points d'intersec- 
tion a', 6', c' des droites oa^ o6, oc avec le cercle, on construit 
de même la deuxième corde commune, et par suite deux nou- 
veaux points de la courbe cherchée. Ces deux sécantes com- 
munes sont réelles, mais les points d'intersection qu'elles joi- 
gnent peuvent être réels ou imaginaires. 

Nous sommes en état maintenant de construire un point 
quelconque de la courbe et la tangente en ce point. On prend 
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pour cda un point d!' sur le cercle, on mène od" : soit d le point 
où elle rencontre la courbe. Les droites d^d!' et cd coupent pp' 
au même point. 

Pour construire la tangente en d, il suflSt d'observer que les 
tangentes en d et d' coupent pp' au même point. 

Le point de contact r de la conique cherchée avec la droite oa 
se détermine de même par cette considération que les droites 
menées de deux points correspondants des deux courbes aux 
points de contact r et r ' se coupent sur pp'. 

Cherchons maintenant combien le problème «admet de solu- 
tions. On peut faire correspondre les points a, 6, c soit avec 
a\ h\ c\ soit avec a", b'\ d\ et il se présente huit combinaisons 
différentes. Mais ces combinaisons donnent deux à deux la même 
solution. Car si Ton prend, par exemple, la combinaison a'6"c", 
on sera conduit à considérer pour la même solution la combi- 
naison a"V(î. En sorte qu'il n'y a en réalité que quatre solutions 
distinctes. 

Théorème eorrélatlf* 

Lorsque deux coniques ont deux points communs^ les points 
d'intersection des tangentes menées à chaque conique par ces 
points f et ceux de deux couples de tangentes communes sont en 
ligne droite. 

De plus, si par deux points de la sécante commune on mène 
deux tangentes à l'une des coniques et deux tangentes à l'autre, 
le point de rencontre des deux premières tangentes et celui des 
deux autres sont sur une droite qui passe par le point d'inter- 
section de deux tangentes communes. 

Gomme cas limite, si par im seul point de la sécante com^- 
mune on mène une tangente à chaque conique, les points de con- 
tact sont en ligne droite avec l'un des points de concours des 
tangentes communes. Cette dernière conséquence a déjà figuré 
parmi les corollaires du théorème direct. 
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Problènie II* 

96, *— Construire une conique dont on connaît trois tangent^ 
et deux points. 

La solution de ce problème se déduit du théorème précédent, 
comme celle du problème I se déduit du théorème IV. On dé- 
crit un cercle quelconque passant par les deux points donnés. 
Puis, d'après le théorème précédent, on construit aisément deux 
tangentes communes, les points de contact des tangentes don- 
nées , une tangente quelconque avec son point de contact. 

Ce problème, comme le précédent, admet quatre solutions. 

APPUCATION DBS CONSTRUCTIONS PaÉQÉDSMTES A LA PARABOLE. 

97. — Nous savons maintenant construire une section conique 
déterminée par cinq conditions, quand ces conditions gojat des 
points de la courbe ou des tangentes. Au moyen des polaires 
réciproques, on peut ccmstruire une parabole déterminée par 
des conditions de ce genre au nombre de quatre. En effet, la 
polaire réciproque d'une parabole est une conique passant par 
le centre de la courbe directrice. Ainsi la polaire réciproque de 
la parabole demandée est déterminée par cinq points ou tan- 
gentes faciles à construire si l'on prend, par exemple, un 
cercle pour courbe directrice. On trouvera donc autant de con- 
ditions nouvelles qu'on voudra pour cette courbe polaire réci- 
proque, et on en déduira aisément les conditions correspon- 
dantes pour la parabole. Entre autres, on trouvera la direction 
de l'axe par la considération suivante. La polaire réciproque 
passant par le centre du cwcle directeur, menons par ce point 
une tangente à cette courbe. A cette tangente correspond sur la 
courbe cherchée un point à l'infini dans la direction perpendicu- 
laire. Cefte direction est celle de l'axe. Quand on la possède, on 
applique, en les simplifiant, les théorèmes de Pascal et de 
Brianchon et leurs corollaires : la simplification tient à ce qu'on 
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peut, dans le cfta de la parabole, supposer que l'un des côtés de 
Fhexagone inscrit, ou de Tbexagone circonscrit, se transporte à 
rinfini. On aura par là des constructions simples de la courbe 
par points. 

Théorème \* 

98w — Ou^'f^à àeuoo coniques ont mime foyer ^ si par ce point on 
mène dettx sécantes , et qu^on joigne par des droites les points où 
ces deux sêcemtes rencontrent chaque courbe^ ces droites se cou- 
peut sur une sécante commune. 

Ce théorème est une conséquence du théorème sur les coni- 
ques inscrites dans un même angle. En effet, deux coniques 
ayant un foyer commun peuvent être considérées comme étant 
toutes deux'tangentes à deux droites imaginaires. Les équatîpns 
de ces coniques sont 

^' + y* = *yS 

On peut les écrire adnsi : 

(y + ^ ^zr7)(y — a: y/Z7) = éyS 

On voit que les deux courbes sont tangentes aux droites 

respectivement suivant les droites y = o .et 8 == o, qui sont les 
directrices. 

De même si rar ^ foyer on mène une sécante, olr qu'aux 
points où elle rencontre chacune des courbes on mène des tan- 
gentes, ces tai^ntçs se coupent encore par une sécante com- 
mune. 
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Il faut observer qae cette sécante commune peut joindre des 
points d'intersection réels ou imaginaires des deux courbes. 

Remarque. Transformons ce théorème par la méthode des 
polaires réciproques, en prenant pour courbe directrice un 
cercle décrit du foyer conunun comme centre. Nous arrivons à 
cet énoncé de géométrie élémentaire. Étant donnés deux car- 
clés, si on leur mène à chacun deux tangentes parallèles à ijleux 
directions difiërentes, les points d'intersection des tangentes me- 
nées à chaque cercle sont sur une droite passant par l'un des 
centres de similitude. 

En partant de ce dernier énoncé, et le transformant par la 
méthode des polaires réciproques, on a du théorème précé- 
dent une démonstration affi:unchie de la considération des 
imaginaires. 

« 

CONIQUES AYANT tN M>UBLE CONTACT. 

Q9. — On dit que deux coniques ont un double contact lors- 
qu'elles se touchent en deux points, et la droite qui joint les 
points de contact s'appelle la corde de contact. 

100. — Lorsque deux coniques ont un double contact avec une 
autre conique, deux des cordes communes se coupent au point 
d'intersection des cordes de contact. 

Soit S = o l'équation de la première conique ; les équations 
des deux autres sont, si l'on désigne par y = o et V=o les 
cordes de contact : 

S — ifcT' = o, S — A'y«==o. 
Deux Sécantes communes ont pour équations : 



Arr* — iY* = o** T 



=-^v^- 
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On reconnaît que ces droites passent par le point d'intersec- 
tion de Y=o et y'=o, et de plus qu'elles forment avec elles 
un faisceau harmonique dont elles sont deux droites conjuguées. 

Théorème eorrélatif. 

Étant données deux coniques S^ et S, doublement tangentes 
à une troisième conique S , le point^ de rencontre des tangentes 
communes aux courbes S e^ S, , celui des tangentes communes 
aux courbes S cf S,, et deux sommets du quadrilatère circonscrit 
aux deux courbes S^ et S,, sont en ligne droite. De plus, ces 
Quatre points forment une proportion harmonique. 

Théorème II. 

101. — Étant donnés une conique et deux points fixes, on con- 
sidère les diverses coniques passant par ces déUx points , et dou- 
blement tangentes à la conique donnée : toutes les cordes de con- 
tact se coupent en un même point situ,é sur la droite qui joint les 
points fixes. 

Car, d'après le théorème précédent, deux cordes de contact 
quelconques doivent se couper au même point que les cordes 
communes , et par suite sm*. la droite des points fixes. 

Théorème eorrélatif. 

Étant données une conique et deux droites fixes, on considère 
les diverses coniques tangentes à ces deux droites , et doublement 
tangentes à la coniqtie donnée : les points dHntersection des tan- 
gentes communes à ces diverses coniques et à la proposée sont sur 
une droite qui passe par le point de rencontre des droites fixes. 

Théorème m. 

102. — Étant données trois coniques doublement tangentes à 

7 
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une quatrième^ Us six cordes communes qui se coupent sur les 
droites de contact passent trois à trois par un m(me points 

Soit S = o r équation de la quatrième conique. Celles des au- 
tres sont de la forme 

S — Ay' = o, s — Jf/^^o, S — A Y* = o ; 

et les équations des six cordes commîmes sont : 



(0 




(^) 



(3) 



On peut former quatre combinaisons de trois droites passant 
par un même point, en prenant trois signes -f? ou deux si- 
gnes — et un signe 4** 

Tliéorèiiie eorréliitlfé 

On donne trois coniques doublement tangentes à une qua^ 
trième^ les tangentes communes se coupent trois à trois sur ums 
même droite. 

VHém w é m mm IV. 



103. — Vn triangle étant inscrit dam une conique^ si deux 

côtés sont tangents à deu» eour^ 
bes données la troisième enve^ 
f loppe une courlie teUi qm Us 
droites qui joignent Us somnutê 
du triangU^ dans une de ses po- 
êitionsi aux points de contact 
des côtés opposés se coupent au 
même point. 




Fig.. 55. 
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Considérons en effet deux positions abc, a'b'c' (fig. 55) du 
triangle, ce qui nous fournit Thexagone inscrit acba'c'b'. Il ré- 
sulte immédiatement du théorème de Pascal que le point de ren- 
contre p des deux côtés opposés ba! et ft'a se trouve sur la 
droite* mn qui joint les points de rencontre des autres côtés op- 
posés. 

Soit p, le conjugué harmonique de p par rapport à a et 6'; 
ce point est évidemment la limite du point % intersection des 
côtés ba et 6V. Or on sait que si Ton joint ap,, am, Vn, ces 
trois droites se coupent en un même point. Donc il en est de 
même à la limite, c'est-à-dire quand les points mnp^ sont de- 
venus les points de contact. 

Cette propriété nous permet de trouver le point de contact 
de ab avec son enveloppe, connaissant les points de contact cor- 
respondants des droites ac et bc avec les com'bes fixes. 

Remarque. La droite qui joint le point de rencontre des tan- 
gentes à la conique en a et 6 au point de contact de ab avec 
son enveloppe est la polaire du point p ; il ^ résulte que les 
trois drmtes aùaloguas se coupent au môme point , car en veirtu 
du théorème de Pascal , les trois points p sont en ligne droite. 

Tliéorèiiie corrélatif. 

Étant donné un trian^U circonscrit à une conique y si deux 
sommets décrivent deux courbes fixes^ le troisième décrit une 
eourb0 telle que tes points de rencontre des tangentes à ces trois 
courbas en trois points correspondants^ avec les côtés opposés du 
triangle y sont en ligne droite. 

Cela permet de construire la tangente à la troisième courbe 
en un point quelconque. 

Remarque. Les points de rencontre des mêmes tangentes 
avec les côtés du triangle inscrit correspondant sont aussi en 
ligne droite. 



100 



LIVRE X. — CHAP. IV. 



Théorème V. 

104. — Un triangle variable étant inscrit dans une conique^ si 
deux de ses côtés passent par deux points fixes, le troisième en- 
veloppe une conique doublement tangente d la proposée suivant 
la droite qui joint les points fixes. 

Menons la droite ab qui joint les points fixes, et par les points 

T/ g où elle rencontre la conique, menons 
les tangentes à cette courbe (fig, 56). 
Soient a = o, p=o et •y = o les équa- 
tions de ces tangentes et de la droite 
des contacts ab. 
L'équation de la conique est 

ap — Ay*= o. 

Cherchons maintenant l'équation de la droite cd. Les coor- 
données des points a et 6 sont définies par les relations 




Y = o, p — aa=:o 



pour le point a, et 



Y = o, p — éa = o 



pour le point b. De même celles des points c, d, e, qui doivent 
satisfaire à Téquation de la conique, sont données respective- 
ment par des relations de la forme 



a — mY = o 



P--Y = 



o; 



a — nif =0 



a — ov s= o. 



P~-ï = 



P 



n 

k 



o; 



= o. 



J 
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Cela posé, Téquation de ce est de la forme 



-mt + \(?-^-ij = o. 



puisque cette équation représente une droite passant par le 
point c, et on déterminera X en exprimant qu'elle passe par 1^ 
point e, ce qui donne : 






L'équation de ce est donc 



« + ^P — (^ + P)ï==o. 



On trouve de même pour de et cd 

a + î^p— (n + p)Y = o, 
a + — P - (m + n)Y = o. 

Exprimons que ce passe par le point a, et de par le point 6, 
il vient : 



d'où: 



k k 

wi/>4 — =0, np -|-T = o; 



A« . k(a + b) 

abp* aop 



Portant ces valeurs dans l'équation de cd, il vient : 

abp*0L + Aip + kp{a + b)y = o. 

Pour trouver l'équation de l'enveloppe de cette droite en coor- 
données tangentielles , il*nous suffit maintenant de l'identifier 
avec l'équation 

ra -|- sp — Y = ^ > 
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et entre les relations obtenues, d'éliminer p, on a 



^ = -r, et 






k(a + b) ' p{a + b) 

d'oùî 

g» _ 

''' ~ k{a + by ^ ""• 

L'enveloppe cherchée est donc une conique ayant un double 
contact avec la conique proposée , et la corde de contact est la 
droite qui joint les points fixes. 

Théorème eorrélfitlff. 

Vn triangle étant circonscrit à une coniqv£^ si deux de ses 
sommets se meuvent sur deux droites fixes^ le troisième décrit une 
conique doublement tangente à la conique donnée. La corde de 
contact est la polaire du point d'intersection des deux droites 
données. 

Nous pouvons généraliser le résultat que nous venons de 
trouver, en remplaçant les deux points fixes par deux coniques 
doublement tangentes à la proposée, que deux côtés des triangles 
seront astreints à toucher. 

Soient en effet o (fig. 57) le point d'intersection des cor(ies 

de contact, et abe une posi- 
tion d^ triangle; menons la 
droite oa qui rencontre la 
(courbe en d, et la droite 4è 
qui rencontre la corde de 
contact mn en p. 

Le point j} est fixe, d'aprësla 
Fig.^ réci jroque du théorème précé- 

dent; il en est de même du point q déterminé par l'intersection 
de cd et de l'autre corde de contact. Donc le triangle bcd qui est 
inscrit dans la conique a deux de ses côtés passant par deux 
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points fixes p et q. Il en résulte, d'après le théorème précédent, 
que le troisième côté bc enveloppe une conique doublement tan- 
gente à la proposée , avec la droite pq pour corde de contact. On 
sait d'ailleurs déterminer le point de contact. 

On peut enfin étendre ce résultat à un polygone d'un nombre 
quelconque n de côtés, dont n — i côtés sont tangents an — i 
coniques doublement tangentes h la proposée. Le n' côté enve- 
loppe une conique qui est aussi doublement tangente à cette co- 
nique. 

Ç^ 31 on décompûa^ lô polygone en triangles par toutes les 
diagonales; issues d'w des sonunets correspondants au côté 
libre, on peut appliquer le théorème à chacun de ces triangles 
spccessivement et arriver ainsi jusqu'au côté libre. 

On a donc le théorème suivant : 

VliéopèMitt Wl. 

105. -^ Vn polygone de n côtés est inscrit dans une conique et 
n^^i de sês côtés sont tangents an — i coniques doublement tan- 
gentes à la première : le n" côté enveloppe une conique qui est 
aussi doublement tangente à cette conique. 

i 

Vltéorème corrélatif • 

Un polygone de n côtés est circonscrit à une conique et n — i 
sommets décrivait n — i coniques doublement tangentes à la pre- 
mière, {0 n*" sommet décrit également une conique qui lui est dou- 
blement tangente. 

Remarque. Dans le théprème çhrect, si quelques-unes des co- 
niques deviennent un système de deux droites , ce système de 
deux droites peut être remplacé par leur point d'intersection, 
parce que toutes les droites qui passent par ce point peuvent 
être regardées comme des tangentes au système. 

On peut donc remplacer un nombre quelconque des coniques 
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doublement tangentes par autant de points fixes, .et dans le théo« 
rème corrélatif par des droites fixes. 

Il peut en être de même pour la n* conique, c'est-à-dire que 
dans le théorème direct, cette conique peut se réduire à un point 
quelconque du plan, et dans le théorème corrélatif à une droite 
quelconque. 

Théorème TD. 

106. — Les droites qui joignent detix à deux les points d^inter^ 

section de deux tangentes à une conique avec une autre conique , 

sont tangentes à une même conique passant par les points com-^ 

muns atio? deux premières. 

Les tangentes ab et a'b' à la conique S' coupent la conique S aux 

points a, 6, a', b' (fig. 58), je dis que les 
droites ab' et 6a', par exemple, sont tan- 
[n gentes à une conique passant par les 
points m, n, p, g, où se coupent les 
deux coniques, et que les points de con- 
tact se trouvent en r et s sur la corde de 
contact correspondante aux deux tangen- 
tes ab et a'b\ 

Fig. 58. Soient en effet a=o, p=o les équa- 

tions de ab et a' 6'; a'=o, p'=o celles de ofc' et 6a'; l'équa- 
tion de la conique S est de la forme 

ap — *a'p' = 0, 

et celle de la conique S', si l'on désigne par y=o l'équation de 
la corde de contact, est 

«p — A'y* = o. 

L'équation 

k' 

^ k^ ' 

obtenue en retranchant membre à membre représente une co- 




■1^- ▼■« " 



-w — i irm 
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nique passant par les points m, n, p, 9. On reconnaît que cette 
conique est tangente aux droites a'=o et P'=o, aux points où 
elles sont coupées par la droite y=o^ ce qui démontre la pro- 
position. 

On verrait facilement qu'il en est de même pour les droites 
obtenues en joignant d'une autre manière les points d'intersec- 
tion deux à deux. 

Remarque. Les six points de contact analogues kr ets sont en 
Ugne droite. 

Tliéorème corrélatif. 

Par deux points qvslconques pris sur une^ coniqv^^ on mène 
deux couples de tangentes à une deuxième conique : les points 
d'intersection de ces tangentes deux à deux sont sur une même co- 
nique tangente à ces quatre droites. 

Remarque. Les six tangentes menées par les points d'intersec- 
tion se coupent au même point. 

Tiléorème VllI. 



107. — Étant données trois coniques S, S, , S, passant par 
quatre points communs^ un triangle e$t inscrit dans S, et deux de 

ses côtés sont tangents Vun à S^, 
Vautre àS^ile troisième enveloppe 
une conique passant par les points 
communs aux premières. 

Considérons deux positions abc 
et a'Vc' de ce triangle (fig. Sg) . 
D'après le théorème précédent, 
les droites aa\ hV sont tangen- 
tes à une même conique qui passe 
par les quatre points communs m, 
n, p, g. Il en est de même pour 
te' : car cd est tangente à la même conique que hh\ et par suite 
que ad. 




Fig. 59. 
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Donc, en vertu du même théorème, ac et a'c* sont tangentes à 
une conique qui passe par les quatre points m, n, p, q. 
Ce théorème peut se généraliser de la manière suivante : 

Thé^rétÊke 131. 

108. — Un polygone de n côtés est inscrit dans uM conique , 
tfl n-^\ de ses c6ti$ sont tatigents an — i coniques ^s passant 
par quatre points de la première : le n* côté mveloppê une co- 
nique passant par le^ tnêpies points. 

Car si Ton décompose le polygone en triangles par toutes les 
#^(ma|es issues d'upe ei^trémité du côté libre, on démontre de 
prpcbe en procH^ît d'après Iç tl^éorème précédent, que toutes 
ces çlisgopales §1; par suite }e iT côté puyeloppent une conique 
passant par les points commun^ ^mx çoniq[ue§ doutées, 

Tbàéorènie e A|r|pé|iil|f. 

On a n coniques tangentes à quatre droites données. Un poly- 
gone de n côtés est circonscrit à la première et à n — i de ses 
sommets sur les n-— i autres : le n* sommet décrit une conique 
tangente aux mêmes droites. 

Remarqub. U résulte de là que dans le cas particulier où les 
n — I coniques se confondent, si Ton cherche la condition pour 
que te n' cAté soit tangent à la même conique que les autres, ou 
pour que le n* sommet décrive la même conique que les autres, 
cette coûdit^pn sera indépendante de la position du polygone. 

eiS DES GOKIQUBS HOMOTHilIQUES. 

3i dçu^ çQpIque^ sont homothétiques, on sait que les termes 
clu ^e^xièpap 4^é sont proportionnels» Considérons deux co- 
1U^^ plf^çonscfites ^ un même quadrilatère, leurs équations 

ap — A»yS = o. 
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Or les termes du deuxième degré ne peuvent être propor- 
tionnels que si Y ou S est une constante, c'est-à-dire si l'un des 
côtés du quadrilatère s'éloigne à. Tinfiiii. 

Deux coniques homothétiques peuvent donc être considérées 
comme ayant deux po}pts communs à l'infini. 

En appliquant aux coniques homothétiques le théorème pré- 
cédent, on obtient |*énonc4 quj sijit \ 

109. -T- Étani doMèes n conifim homothét^itM pc^êiant par 
deux points fixes, si un polygone de n côtés est inscrit dans Vune 
et que n — i de ses côtés enveloppent respectivement tes n — i ati- 
iffs^ le n' côté enveloppe une çoniqi^ passant par les deux points 
fixes et homothétiques avec ^es Qutres. 

Gomme cas particulier^ ç§ théorème s'appUquç à dçs cercleii 
ay^n| mêpaç fixe radical. 

110. — Trouver Tenveloppe de la polaire Sun point fixe par 
rapport aux diverses coniques qui passent par trois points donnés 
et qui sont tar^entes à une droite donnée. 

Soient a=o, p=o, y=o les équations des trois côtés du 
triangle formé par les points donnés, et v = ma 4-n^ l'é- 
quation de la tangente fixe. L'équation générale des coniques 
qui passent par les points donnés est 

(.) ; + ^+^ = «' 

et en expriw^t qw^ la droite Y==wa ?f ^p est Moigentf 4 qç^te 
conique î qq wpye ^ l'équation de pofldit^qp swv&pte, ^tf« r 
et 4, 

[(a) (mr — ns)* + i + a(mr -f- ns) = o. 
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Or, nous avons vu (n* 66) que l'équation de la polaire du 
point qui a pour coordonnées a', p', y', est 

ce qui, dans le cas actuel, nous fournit l'équation 

ou, si l'on met r et 5 en facteurs communs et que l'on pose 

P'y + t'P = A, <fY + r'« = B, a'p + p'a = G, 
(5) Ar + B* + G = o. 

Pour trouver l'enveloppe de cette droite, nous suivrons la 
méthode indiquée en géométrie analytique : nous éliminerons 
r et s entre l'équation (2) , l'équation (3) et l'équation qu'on 
obtient en écrivant que les dérivées partielles par rapport à r 
et à 5 du premier membre de l'équation (2) sont proportion- 
nelles à celles du premier membre de l'équation (3) prises par 
rapport aux mêmes variables r et s. 

Cette élimination nous conduit à l'équation suivante : 

AB — C(An+Bm) = o, 

équation qui représente une conique, puisque A, B et G sont du 
premier degré par rapport aux variables a, p et y. 

On voit, sur l'équation même , que cette conique passe par 
les points d'intersection des droites A=o et B=o, A=o et 
C = o, B=o et G=o, c'est-à-dire par trois points fixes, indé- 
pendants de la position de la tangente fixe. De là ce théorème : 

V enveloppe delà polaire d'un point fixe par rapport aux di- 
verses coniques qui passent par trois points fixes et qui sont tan- 
gentes à une mime droite est une conique passant par trois points 
fiooes. 
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Le théorème corrélatif peut être énoncé de la manière sui- 
vante : 

Le lim des pôles i'une droite fixe par rapport à toutes les 
coniques inscrites dans uA triangle donné et passant par un point 
donné est une conique tangente à trois droites fixes^ c'est-à-dire 
à trois droites dont la position ne dépend pas de celle du point 
donné. 

Problème. 

111. — Étant donnés deux triangles polaires réciproques par 
rapport à une même section conique. 

1° Démontrer que les points d'intersection des côtés homologues 
des detix triangles sont en ligne droite; 

2"" Trouver Venveloppe de cette droite qtuind l'un des trktngles 
est fixe et qu'on prend le triangle polaire réciproque par rapport 
aux diverses coniques qui touchent deux droites données en deux 
points donnés. 

1* Soient a=o, p=o, y = ^ ^^^ équations des côtés de 
l'un des triangles, et 

Aa« + A'P* + A Y + aBp-r -f- làWfa + aB"ap = o 

Féquation de la conique ; le côté du second triangle homologue 
de celui du premier qui a pour équation y = o est la polaû'e 
du point d'intersection des droites a=o et p=o; par consé- 
quent, il a pour équation 

A''T + Bp + B'a = o. 

L'intersection de cette droite avec la droite y=o P^ut se 
représenter par le système d'équations 

Bp + B'a = o 
Y = o 
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OU biea par le système équivalent 






o. 



Or, la droite représentée par la première de c^ équations 
passe par le point d'intersection de la droite y==o du premier 
triangle avec la droite homologue du second; et à cause de la 
symétrie de son équation > il e«* évident qu'elle passe aussi par 
les points d'intersection des droites a = o et ^ = o du premier 
triangle avee les droites homologues du seconde 

2* Considérons maintenant une section comque variable tan* 
gente à deux droites fixes en deux points donnés; prénom, par 
rapport à cette conique, le triangle polaire réciproque d'un 
triangle fixe, et cherchons l'enveloppe de la droite sur laquelle 
se trouvent les points d'intersection des côtés tomotogues des 
deux triangles. 

Les deux droites fixes tangentes à la conique ayant pour 
équations 

aa + Aj5-|-.CY = o, 
a'a-)-é'p + c'Y = o^ 

et la droite des contacts 

Téquatioll de la éoriîqufe vâriàbfe sefft, si Ybû dôsîgiié pitf * tift 
paramètre arbitraire, 

Si iâabteâàitl 6A dév^oppe le premier meodifft dti Cette 
quationet qu'on àppliqttô là formule 

3 + g7 + ]^==o, 
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on trouve pour éqi^ation de la droite dont on cherche l'enve- 
loppe 

May 

1 !- 1 '' = o 



Pour obtenir, en eoordonnéei tangentielles , Téquation de cette 
enveloppe, posons 

^y 4- S — Wc") = q{cd + ad •- Ac V) = r[aV + hd -^ kd'V') , 

et éliminons fc entre ces dernières équations. Nous trouvons ainsi, 
peur éqùatioti de la courbe-enveloppe , 

d' {c"[aV 4- hd) — b'\td + «?')] qr i 
+ 6" \d\y + (?*') — d\db* + èo^] rp V == o. 
+ c" [6''(ca'-f ac') — d\M + cJ'jlpj ) 

Cette équation représente une section conique. Gomme elle 
est satisfaite lorsque deux quelconques des variables f'^qyT sont 
nulles, cette conique est tangente aux trois droites qui ont 
pour coordonnées tangentielles 

/»»!$ ei $sm09 f=âo et r=Esa^ rsao 9l p^o^ôf 

c'est-Mire aux droites représentées en coordowé^ roQtiUgq^ 
par les équations 

droites qui né sont autre chose que les côtés du triangle fixe; 
Gomme cette même équation est encore satisfaite lorqu'on a si- 
multanément 

p = d\ q = b% q = </\ 

cette conique est tangente à la droite qui a pour équation 
c'est-à-dire à la droite des contacts. 



j 
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La géométrie montre simplement que la courbe cherchée est 
tangente aux côtés au triangle. En effet , soit abc (fig. 60) le 

triangle donné. L'équation de la conique 
directrice contenant un paramètre arbi- 
traire, on peut disposer de ce paramètre 
de manière que la polsdre A' du point a, 
par exemple, passe par le point b. Alors 
les deux polaires A' et C coupant leurs 
droites homologues sur la droite a6, la 
troisième polaire coupe aussi son homolo- 
Fig. eo. ^ gue sur cette droite 06, et par conséquent 

cette droite est une position particulière de la droite mobile 
qui enveloppe la conique considérée. 

La géométrie montre encore, aussi facilement, que la droite 
des contacts est tangente à la conique-enveloppe. Pour le voir, 
il suflSt de remarquer que lorsque la conique directrice se réduit 
à une ellipse dont le petit axe est nul, elle se confond avec la 
droite des contacts et que, dans ce cas , les polaires des som- 
mets du triangle donné se confondent aussi avec cette même 
droite. 

Jusqu'ici nous n'avons fait connaître que quatre tangentes de 
la conique-enveloppe : il est aisé d'en trouver une cinquième 
qui achève de déterminer cette conique. 11 suflSt pour cela de 
considérer le cas où la conique directrice se réduit aux deux 
tangentes données. Alors les polaires des sommets du triangle 
donné passent par le point de rencontre de ces tangentes, il est 
facile de les construire, et, par suite^ d'obtenir une position 
particulière de la droite mobile qui enveloppe la conique. 
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CHAPITRE I. 



112. On dit que deux figures sont homographiques lorsqu'à 
un point de l'une des figures correspond un point de Tautrô, et à 
une droite une droite. 

Appelons x^ y, z les coordonnées rectilignes homogènes d'un 
point quelconque de la première figure, x\ y', z' celles du point 
homologue de la seconde, on peut regarder x\ y\ js' comme 
proportionnelles à des fonctions homogènes de x, t/, z. Pour qu'à 
une droite quelconque 

de la seconde figure corresponde une droite de la première, il 
est nécessaire que x', y\ z' soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en a:, y, z. Ainsi 
les formules de transformation sont de la forme 



" ' w 



8 
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Si on les résout par rapport à x, y« 2, on obtient des formules 
inverses de la même forme 

X y z 



a'x' + *y + dz! a\x' + 6' j/'+ c'.z' a',x' + b\y' + c?'^ 



; (2) 



d'où Ton conclut que réciproquement à toute droite de la pre- 
mière figure correspond une droite dans la seconde. 

Quand trois points sont en ligne droite dans Tune des figures, 
les trois points homologues sont aussi en ligne droite dans l'autre 
figure. Quand trois droites passent par un même point dans 
Tune des figures, les trois droites homologues passent aussi par 
un même point dans l'autre figure. 

A l'infini de la première figure correspond dans la seconde 
figure la droite T qui a pour équation 

De même, à l'infini de la seconde figure correspond dans la pre- 
mière figure la droite I représentée par l'équation 

Quand des droites dans la première figure se coupent sur la 
droite I, ces droites deviennmt parallèles dans la seconde figure. 

A une courbe donnée correspond une courbe du même degré 
et de la même classe. Le degré se conserve; ced résulte de la 
forme des relations (1) et (2). La classe se conserve aussi,- car 
à une tangente correspond une tangente. En particulier, à une 
conique correspond une conique. 

Ainsi les propriétés purement descriptives d'une figure sub- 
sistent dans la figure homographique. 

113. — Supposons que l'on rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle correspondant 
Appelons a, p, y les coordonnées d'un point quelconque de la 
première figure par rapport au premier triangle, a', P', y' celles 
du point homologue de la seconde figure par rapport à la se- 



r' 
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conde figure ; les formules de transformation se réduiront à la 
forme simple 



K^) T~} • — Tô> — ~i* 



aa' ""■ b? "^ y' 



car aux droites a=o, p = o, -yrrio doivent correspondre res- 
pectivemeat les droites qt' = o, ^' = o, y' = o. 

Tliéorèiiie. 

114. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui des quatre points homographiques. 

Soient en effet a, 6, c, d quatre points en ligne droite dans 
la première figure, a', 6', c', d' les quatre points homogra- 
phiques (fig. 61). Je prends dans la première figuré un point 

quelconque o et je le joms aux quatre 
points a, 6, c, d. Je joins de même le 
point homographîque o'aux quatre points 
a\ b\ c\ d\ Je rapporte la première 
figure au triangle ao6, la seconde au 
triangle correspondant a'o'b'. Le rapport 
Fig. 61. anharmonique des points dans chaque 

figure égale celui des faisceaux. Or les droites oc.od ont respec- 
tivement pour équations 

a — A? = 0, a— A,p = 0, 

k 
et le rapport anharmonique du faisceau partant de o est ~ ♦ 

— D'un autre côté, les droites oc\ odl sont représentées par les 
équations: 

obtenues au moyen des formules de transformation (3). Le rap- 
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port anharmonique du faisceau partant de o' est donc aussi 77 9 ce 



qui démontre le théorème. 



K 



GoROlLAiRE. — Le rapport anharmonique de quatre droites 
partant d'un même point est le même que celui des quatre droites 
homographiques. 

En effet, si on mène deux sécantes homographiques, les points 
d'intersection avec chacun des faisceaux sont aussi homogra- 
phiques ; leurs rapports anharmoniques, et par conséquent ceux 
des quatre droites sont égaux. 

Ainsi les propriétés métriques de la première figure qui s'ex- 
priment par des relations entre des rapports homographiques 
subsistent dans la seconde figure. 

115. — Les formules de transformation (1) ou (2) renferment 
huit constantes arbitraires. Il en résulte qu'à quatre points ou à 
quatre droites, pris à volonté dans l'une des figures, on peut faire 
correspondre quatre points ou quatre droites pris à volonté dans 
la seconde figure. Soient a, 6, c, d quatre points donnés de la 
première figure, a\ 6', c', (f les quatre points homologues de la 
seconde; si l'on rapporte les deux figures respectivement aux 
deux triangles abc, a'b'c\ on effectuera la transformation à l'aide 
des formules 

JL — ± — 1 

aa' "" ép' ~ y 

On déterminera ensmte les deux constantes a et 6 de manière à 
faire correspondre au point d le point cf. 

De même si l'on donne quatre droites dans l'une et l'autre 
figure, on rapportera chaque figure aux triangles formés par les 
trois premières droites, puis on déterminera les deux constantes 
a et b de manière à faire correspondre les quatrièmes droites. 
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Théorème. 

116. — A une conique et à une droite données dans la pre- 
mière figure on peut faire correspondre une conique et une droite 
données dans la seconde figure. 
Si Ton rapporte chaque figure au triangle formé par la droite 

donnée ab ou a'b' et les tangentes 
aux deux points où cette droite coupe 
la conique (fig. 62), les deux coni- 
\b' ques seront représentées par les 
équations 

Fig. 62. 

En transformant la première à l'aide des formules 




on obtient la conique 






«'P'-r6^'^ = ^' 



qui coïncidera avec la seconde conique donnée, si Ton pose 

k 
"* = r 



Il reste encore un paramètre arbitraire a ou 6, dont on pourra 
disposer de manière à faire correspondre à un point m de la pre- 
mière conique un p(^nt m! pris à volonté sur la seconde, ou à 
une tangente une tangente donnée. 
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POINTS ET DROITES DOUBLES. 



117, — Cherchons s'il existe dans le plan iies points qui se 
correspondent à eux-mêmes dans la transformation homogra- 
phique. Pour qu'un point coïncide avec son homologue, il faut 
que ses coordonnées vérifient les relations 

3? y z 



que Ton déduit des formules (i), en y remplaçant 

jr', y', z' par x, y, z. 
On a ainsi deux équations 

y[a^x + b^y + c,s) = a^x + h^y + c^z, 

gui représentent des hyperboles ayant chacune une asymptote 
parallèle à la droite a, a? + ^j !/ + <^i^ = o ; ces deux hyperboles 
se coupent en trois points» Il y a donc dans le plan trois points 
doubles, c'est-à-dire trois points qui se correspondent à eux- 
mêmes. 

Soient a, 6, c ces trois points (fig, 63). Les trois côtés du 

triangle abc sont aussi des droites doubles, 
c'est-à-dire des droites qui se correspon- 
dent à elles-mêmes. Maïs il faut remarquer 
que, sur une droite double ab il n'y a que 
deux points doubles a et 6 ; à tout point m, 
Fig. 63. différant de a et 6, correspond un autre 

point ni de la même droite. 

On pourra ainsi rapporter les deux Ggures au même triangle, 
tout en se servant des formules (3). 
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VSAGES DE L HOMOGRAPHIE. 

118. — L'homographie permet d'étendre à une classe de R- 
gm-es mie propriété démontrée seulement pour des figures par- 
ticulières de cette classe. Il y a en effet dans la transformation 
homographique générale huit paramètres arbitraires ; quand à 
un point ou à une droite d'une première figure on fait cor- 
respondre un point ou une droite donné de la seconde, on dé- 
termine deux de ces paramètres ; on pourra donc toujours faire 
correspondre quatre points ou quatre droites arbitraires de la se» 
conde figure à quatre points ou à quatre droites données de la 
première figure, et par conséquent généraliser ainsi le théorème 
démontré sur la première figure. Le cercle devenant une co- 
nique, toute propriété descriptive du cercle donnera nîdssance 
à une propriété des coniques. Les relations métriques, sus- 
ceptibles d'être exprimées par des rapports anharmonîques, 
subsitent aussi dans la transformation. 

119. — Considérons, par exemple, un hexagone inscrit dans 
un cercle, et supposons que les côtés opposés A et A' soient pa- 
rallèles (fig. 64), ainsi que les côtés opposés B et B'. Les arcs 

abc^ a'b'd étant égaux entre eux, on voit im- 
médiatement que les deux autres côtés G et C 
sont aussi parallèles. Par l'homographie, le 
cercle se transforme en une conique, l'hexa- 
gone inscrit dans le cercle en un hexagone 
inscrit dans la conique ; à l'infini de la pre- 
mière figure correspond une droite dans la seconde; les côtés 
opposés du premier hexagone étant parallèles, ce qu'on exprime 
en disant que les points de concours sont à l'infini, on en con- 
clut que les points de concours des côtés opposés du second 
hexagone sont situés sur une même droite ; on retrouve ainsi 
le théorème de Pascal. 
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On obtient le théorème dans toute sa généralité. En effet, 
considérons un hexagone inscrit flans une conique quelconque, 
nous pouvons disposer des huit constantes de manière à faire 
correspondre un cercle à la conique, et l'infini à la droite qui 
joint les points de concours de deux couples de côtés opposés, 
ce qui nous ramène à la figure primitive. 

120. — Étant donnés un cercle et un point fixe p dans le plan, 
il est évident que le lieu du point milieu m des cordes menées 
par le point p est un cercle décrit sur op comme diamètre (fig. 65). 
Nous avons ici une relation métrique ; mais cette relation est un 

cas particulier de la proportion harmo- 
nique ; le point m est le point conjugué 
harmonique d'un point situé à l'infini par 
rapport aux deux points c et d. La trans- 
formation homographique généralisera ce 
théorème : au cercle o correspondra une 
conique quelconque o!Vc!i\ au point p un 
point p', et à l'infini une droite T. A la sé- 
cante pci correspondra une sécante p'c'cf , 
Fig. 65. et au point m, le point m\ conjugué har- 

monique par rapport à c'd' du point g' où la sécante rencontre la 
droite T. Le lieu du point m' est donc une conique, et comme le 
cercle décrit sur po comme diamètre a quatre points communs 
avec le cercle o, dont deux à l'infini, et deux sur la polaire du 
point p par rapport au cercle o, le lieu du point m' passe par 
les quatre points d'intersection de la conique a!Vci* avec la po- 
laire du point p' et la droite T. De plus le lieu passe par le point 
p' et a pour tangente en ce point uîie droite qui rencontre la 
polaire de p' sur T. 

Le théorème est général : car à une conique a'fc'c'd' et à une 
droite Y données on peut faire correspondre un cercle et l'infini; 
au point donné p' correspondra un certain point p et on sera ra- 
mené à la figure primitive. Nous pouvons donc énoncer le théo- 
rème suivant 
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Le lieu du point conjugué harmonique du point où une sécante 
mobile passant par un point fixe rencontre une droite fixe, par 
rapport aux points d'intersection de la sécante avec une conique^ 
est une conique passant par le point fixe^par les quatre points 
d'intersection de la conique avec la droite fixe et la polaire du 
point fixe, et ayant pour tangente au point fixe une ligne qui ren^ 
contre la polaire de ce point au même point que la droite fixe. 

121. — L'homographie, considérée comme méthode géo- 
métrique, présente de graves inconvénients. Quand les coeffi- 
cients contenus dans les formules de transformation sont réels, 
à un point et à une droite réels correspondent un point et une 
droite réels. Un cercle réel se transforme en une conique réelle ; 
à une droite coupant le cercle en deux points réels correspond 
une droite coupant la conique en deux points réels et de même 
à une droite ne rencontrant pas le cercle correspond une droite 
ne rencontrant pas la conique. La propriété de T hexagone inscrit 
est visible sur un cercle réel ; mais la droite infini sur laquelle 
sont situés les points de concours des côtés parallèles ne ren- 
contre pas le cercle ; la di-oite sur laquelle sont situés les points 
de concours des côtés de l'hexagone inscrit' ne rencontrera pas 
non plus la conique, et le théorème ne sera pas démontré dans 
toute sa généralité. 

On peut faire disparaître cette restriction, et perfectionner la 
méthode, en établissant une nouvelle géométrie, dans laquelle 
les raisonnnements portent, non plus sur des figures réelles et 
visibles, mms sur des figures symboliques composées de points, 
de droites et de cercles imaginaires. On conserverait dans cette 
géométrie symbolique les formes de raisonnement que Ton a 
coutume d'employer dans la géométrie élémentaire. Il faut con- 
cevoir aussi que les coefiicients des formules de transformation 
soient quelconques, réels ou imaginaires ; de cette manière, à un 
point imaginaire pourra correspondre, un point réel, à un cercle 
imaginaire une conique réelle, et à l'infini une droite réelle cou- 
pant la conique. 
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Mais, comme rétablissement de cette géométrie symbolique 
nous entraînerait dans de longs détails, nous nous bornerons à 
considérer la transformation homographique comme une méthode 
d'invention féconde, sauf à démontrer ensuite par Tanalyse les 

théorèmes obtenus de la sorte. 

Tltéorème. 




Fig. 66. 



122. — Lorsque deux côtés d'un triangle inscrit dans une co- 
nique pivotent autour de deux points fixes^ le troisième côté enve- 
loppe une conique ayant un double contact, réel ou imaginaire , 
avec la première suivant la droite qui joint les points fixes. 

Soient deux coniques S et S' doublement tangentes , et con- 
sidérons le pôle p de leur corde commune P (fig. 66) • Si cette 

corde s'éloigne à l'infini , le pôle com- 
mun p converge vers les centres res- 
pectifs de ces coniques , qui deviennent 
ainsi homothétiques et concentriques. 
On peut donc considérer deux coniques 
homothétiques et concentriques comme 
étant doublement tangentes à l'infini. 
En particulier, deux cercles, étant toujours homothétiques, 
ont un double contact à l'infini quand ils sont concentriques. 
Cela posé, le théorème est facile à démontrer; en effet, je fais 

^ correspondre un cercle à la conique don- 
née, et l'infini à la droite qui joint les 
deux points fixes p et q. Alors j'aurai inscrit 
dans un cercle un triangle abc (fig. 67), 
dont deux côtés a6, ac se meuvent parallè- 
lement à des droites données. Le troisième 
côté du triangle 6c, ayant une longueur 
constante, enveloppe un cercle concentri- 
que au premier. 
On peut obtenir à chaque instant le point 
Fig. 67. de contact de la conique avec la droite 6V. 
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En effet, dans le cercle, le point de contact est donné par l'in- 
tersection des diagonales ah, be du parallélogramme construit 
sur a6, ac; par conséquent, en joignant 6'g, c'p et menant la 
droite a'i qui passe par leur intersection, on aura le point de 
contact à la rencontre de cette droite avec 6V. 

Ce théorème peut être généralisé ; mais nous ne revenons pas 
sur les théorèmes remarquables auxquels il conduit (voir n""' i o4 
et suivants). 

Théorème. 



123. — - Par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 
dans une même conique, V enveloppe de la droite qui joint leurs 
extrémités est une conique doublement tangente à la première, 
suivant la polaire du point fixe par rapport à la conique. 
Ce théorème résulte inunédiatement du suivant : 
Dans un cercle, on mène deux diamètres rectangulaires; 
l'enveloppe de la droite qui joint leurs extrémités est un cercle 
concentrique au premier (fîg. 68). 
Au cercle S et au point o, on peut faire correspondre une 

conique S' et un point o' quelconques. Si oa 
et ob sont des droites conjuguées, o'a' et o'b' le 
seront aussi. Donc l'enveloppe de a'V sera une 
conique doublement tangente à la première , et 
comme le double contact des cercles concentri- 
ques est à l'infini sur la polaire du point o, 
celui des deux coniques sera sur la polaire du 
poipt o'. 
On voit encore que le point c' décrit une co- 
Fig. «8. nique doublement tangente aux deux premières 
suivant la même droite. 

De plus, le contact de la droite aV avec son enveloppe est au 
point de rencontre de cette droite avec oV. 
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Théorème. 

12â. — Les intersections d'une sécante avec une série de coni- 
ques passant par quatre points donnés forment un système en 
involution. 

Cela résulte du théorème analogue démontré pour le cercle : 
Les intersections d'une sécante avec une série de circonférences 
passant par deux points fixes forment un système en involution. 

Il est facile de transformer ainsi le théorème, en remarquant 
qu'à une conique passant par quatre points, on peut faire cor- 
respondre un cercle passant par les quatre points correspon- 
dants* Si on prend l'infini pour droite correspondante de la 
droite joignant deux des points donnés, toutes les coniques 
homographiques deviennent homothétiques (liv. II). En prenant 
pour conique correspondante à l'une des proposées un cercle , 
toutes les autres deviennent aussi des cercles , et ils passent par 
deux points fixes. 

Ces exemples suflQsent pour faire bien comprendre l'emploi 
de l'homographie. 



CHAPITRE ir. 
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125. — Dans r&omographie, les points doubles sont donnés 
par l'intersection de deux hyperboles qui ont une asymptote 
parallèle. En général, deux courbes du second degré n'ont que 
quatre points communs, à moins qu'elles ne se réduisent à deux 

systèmes de deux droites et que deux d'entre 
elles appartenant à deux systèmes différents 
ne coïncident. Dans ce cas , il y a une infinité 
— de points communs sur la droite commune A, 
et de plus un autre point o qui est le point de 
^^^' ^^' rencontre de deux autres droites (fig. 69). 

On a donné le nom d!homologie à ce cas particulier de l'ho- 
mographie. 

Dans l'homologie, il y a donc une infinité de points doubles. 
On appelle le centre d'homologie et À Y axe dliomologie. 

PROPRIÉTÉS DES FIGURES HOUOLGGIQUES. 

126. — Cherchons ce que deviennent les formules de trans- 
formation. Prenons pour triangle des axes deux droites quel- 
conques passant par le centre d'homologie, puis l'axe d'homo- 
logie. Ce triangle est double; il est évident d'ailleurs qu'une 
droite quelconque passant par se correspond à elle-même. 
Cette propriété va nous permettre de modifier les formules. 



126 

Soit en effet , 
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a — Ap = o, 



Téquation d'une droite passant par le centre d'homologie. D après 
les formules de transformation 

l'équation de k droite correspondante sera 

qui ne peut être identique à la première que si a = 6. Les for- 
mules de transformation se réduisent donc à 

elles ne contiennent plus qu'un paramètre au lieu de deux. 

Deux droites homologues se coupent sur l'axe» car leurs 
équations ne diffèrent que par les termes en 7. 

Tltéorème I. 



127, A deux points pris à volonté dans la première figure, 

on peut faire correspondre deux points pris 
à volonté dans la seconde. 

En effet, soient a, a' 6, 6' les points don- 
nés dans les deux figures (fig. 70). La 
droite a a' se correspond à elle-même; 
donc elle passe par le centre d'homologie. 
On peut en dire autant de la droite 66'; 
par conséquent, le centre d'homologie est 
le point de rencontre de ces deux droites. Cela posé, il est 
évident que l'intersection h des droites a6, a'6' est sur l'axe 




Fig. 70. 
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d'homologie. Maintenant on pourra prendre pour axe d'homo- 
logie une droite quelconque passant par le point h. Donc à deux 
points quelconques, on peut faire correspondre deux points 
quelconques. 

Remarques. A trois points arbitraires on ne peut pas, en gé- 
néral, faire correspondre trois points arbitraires, car si c est 
un troisième point de là première figure, le point qui lui cor- 
respondra dans la seconde sera toujours situé sur la droite 
oc, quel que soit Taxe d'homologie. On peut d'ailleurs l'y 
prendre à volonté. Dans ce cas, trois points de la seconde 
figure correspondent à trois points de la première, et le centre 
et Taxe d'homologie sont déterminés : on voit en effet que les 
droites 6 c , b'd déterminent par leur intersection un second point 
de Taxe. 

On peut encore remarquer que les triangles abc^ a'b'c' ont 
leurs sommets sur trois droites issues d'un même point, ce qui 
fournit un théorème de géométrie élémentaire : Quand deux 
triangles sont tels que les droites qui joignent leurs sommets ho-' 
mologues sont concourantes^ les intersections des côtés homologues 
sont en ligne droite. 

Tbéorème II. 



128. — A deux droites prises à volonté dans la première figure^ 
on peut faire correspondre deux droites prises à volonté dans la 

deuxième. 
Soient A et B deux droites de la première figure. A' et B' 

deux droites de la seconde (fig. 71). 
Les droites A et A', B et B' se ren- 
contrent aux points A et î ; la droite 
Kl est Taxe d'homologie. Au point 
a d'intersection des droites A et B 
correspond d'ailleurs le point a' 
d'intersection des droites A' et B' ; 
donc la droite ad passe par le centre 




Fig. 71 



'1 
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d'homologie. On pourra prendre à volonté le œntre d'homo- 
logie sur cette droite* Ainsi à deux droites quelconques prises 
dans Tune des figures on peut faire correspondre deux droites 
quelconques prises dans l'autre. 

Remarque. A trois droites arbitraires, on ne peut en général 
faire correspondre trois droites arbitraires. Ayant fait corres- 
pondre les droites A' et B' aux droites A et B, je ne puis faire 
con'espondre à une droite G quelconque une droite G', à moins 
que ces deux droites ne se coupent sur l'axe d'homologie. En 
supposant que cela ait lieu, on voit que le centre d'homologie 
est déterminé. 

La manière dont ce point est déterminé fournit encore un 
théorème de géométrie élémentaire, qui n'est autre que la réci- 
proque du théorème précédent. 



Tlftéorème m. 



129. — Les rapports des distances de deux points homologues 
à Vaxe d*homologie et à une droite double sont proportionnels. 
Soient m, m' deux points homologues, o et ab le centre et 

l'axe d'homologie (fig. 72). Les formules 

de transformation sont 

î "" p' "" et'' 

Fig. 7t. 

Or la di'oite am! correspond à la droite am^ dont l'équation est 

a — i^ == , 

fc étant le rapport des perpendiculaires abaissées du point m sur 
oa et ab. De même W dans l'équation de la droite am' 
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représente le rapp(Ht des perpendiculaires abaissées de m' sur 
les mêmes droites. Gomme on a 



on voit que 



K = kc, 



a 



ce qui démontre le théorème. 



Tliéorèiiie IT. 



130. — Deux coniques données arbitrairement dans le plan 
$ont homologiques de doiuie manières différentes. 

Soient S él S' deux coniques quelconques} je les rapporte à 

deux tangentes A et B et à l'une quel- 
conque des deux sécantes commtnes 
ab et cd, qui vont concourir au point 
de rencontre des droites de contact pg, 

pY (fig. 73). 
Les deux coniques ont pour équa^ 

tiens 

(i) ap — (aa + 6? + ^ï)' = o, 
(2) ap— (a'a + é'p + c'Y)« = o. 
h 

Fisc. 73. Les sécantes communes ab et cd sont 

représentées par les équations 

Pour que Tune d'elles coïncide avec la droite y = , il faut 
que Ton ait a=^a\ 6 = b'. Les équations des coniques de- 
viennent ainsi 

ap — (aa + 6p 4- et)' = 0, 
ap ~ {a% + Jp + c'-f )' =;: 0, 

9 
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^ on paâse de l'une à l'autre à l'aide des formules 

Donc les deux coniques sont homologiques ; le point de 
rencontre o de deux tangentes communes A et B est le centre 
d'homologie; Tune des sécantes communes ab et cd est Taxe 
d'homologie. 

Les quatre tangentes communes se coupent deux à deux en 
six points; à chacun d'eux correspondent deuxj axes d'homo- 
logie. On peut donc établir de douze manières différentes l'ho- 
mologie des deux coniques, 

131. — GoROiXAiRE L Si Von mène une sécante par le point o, 
die coupe les deux coniques en quatre points m, m' et m^ , m', qui 
sont homolqgiques deucù à deux. 

Les tangentes en ces points sont des droites homologiques, 
car elles se coupent sur l'axe. 

La correspondance qui existe entre ces points n'est pas arbi- 
traire, commue on le voit facilement ; elle est déterminée par la 
condition que la sécante venant â tourner autour du point o, 
deux points correspondants viennent se confondre simultanément 
avec les points doubles a, 6 de l'axe. 

Corollaire II. — Deux coniques tangentes l'une à l'autre sont 
homologiques, et leur point de contact est le centre d'homologie. 

i^PLICÂTIONS DE L*H0MOLOGiE. 

Considérons une conique S et un cercle tangent 
en ffig. 74)- Ces deux courbes sont homo- 
logiques, et est le centre d'homologie. Par 
le point menons deux rayons oa^ ob fai- 
sant un angle constant ; on sait que la corde 
ab enveloppe un cercle concentrique au pre- 
Fig. 74. mier ; donc la Corde a'6' enveloppe une conique 
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m 

doublement taDgçptQ à la proposée suivant une ps^allèle h l'a^^i 
d'homologie; car il est facile de voir qu'à rinfini^correspçnd unp 
droite parallèle à Taxe d'homologie. 

2" Deux coniques qui ont un foyer conunun peuvent être re- 
gardées comme homologiques, car ce point n'est ay[tre chose quç 
le point de concours de deux tangentes imaginaires, Ij^ foyer est 
îânsi le centre d'homologie. On peut appliquer à ces coniques le 
théorème précédent. 

Il y a dans ce cas deux axes d'homologie, d'où deux moci^ 
diflférents de correspondance. Considérons, par exemple* une 
ellipse et une hyperbole S et S ayant un foyer commun ; les deu^ 
^es d'homologie sont les sécantes communes qui passent par 
Iç point d'intersion des directrices. 

133. Deux figures planes homographiques peuvent être placées 
de manière à être homologiques. 

Changeons d'abord la position relative des deux figures de 

façon à rendre parallèles les droites I et 
J' qui, dans chacune, correspondent à 
l'infini de l'autre. A des droites de la pre- 
mière figure se coupant en e correspon- 
dent des droites parallèles de la seconde ; 
je mène Be parallèle à ces droites de la 
seconde figure et par conséquent à celle 
qui lui correspond E'* De mêmei par m 
seoond point ^ de la droi);e ), je mène la 
droite F qui est parallèle à sa correspon- 
dante F' de la seconde figure. Les droites E et F se coupent en o, 
les droites ;p' et F' en o' ; je déplace la seconde figure de ma- 
nière à faire coïncider la droite E' avec la droite E, et la droite F' 
avec la <}roite F, ce qui est 'possible, puisque, par construction, 
les angles en o et o' 3ont égaux. J^e point o' vient en o, et je dis 
que les a^ux %ures ainsi placées sont homologiques. 

l' Le point o est double, ainsi que les deux droites E et F. Je 
remarqua ffie les points à l'infini sur les droites I et J' se cçrre^? 
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pondent, pour ctes positions quelconques des deux figures : dans 
le cas actuel, I et J' étant parallèles, leur point d'intersection à 
r infini est un point double, donc oc parallèle à I et J' est une 
troisième droite double passant en o. Dès lors, une droite quel- 
conque passant en o est double; car, jointe aux trois premières 
droites, elle forme, dans la première figure, un faisceau; le fais- 
ceau correspondant de la seconde figure a même sommet que le 
premier, trois droites communes avec lui, il doit avoir même 
rapport anharmonique ; donc les quatrièmes droites coïncident. 
Il s'ensuit que les droites qui joignent deux points correspon- 
dants passent par le point o. 
2^ Soient a6, a'6' deux droites correspondantes ; il est facile de 

voir que leur point d'intersection a est 
un point double. La droite oa est coupée 
par I et J' aux points e et ç'. Les deux 
e systèmes de points o, cp', a,çoet o, oo, a, e 
ont même rapport anharmonique, puis- 
que ces points se correspondent deux 
à deux; donc 




OOL 






Qoa 



e a 



ou 0<p = ea 



d'où l'on conclura aisément que le point a est sur une parallèle 
aux droites I et J'. Les deux figures ayant un point double 
isolé et une infinité d'autres a en ligne droite sonthomologiques. 
134. Concordance de ïhomologie et de la perspective. — Sup- 
posons que deux figures S et S,, situées 
dans les plans P et P,, soient l'une la 
perspective de l'autre, l'œil étant placé au 
point 0. Un rayon quelconque mené du 
point détermine deux points homologues a 
et ttj ; il est évident que deux droites ho- 
mologues se coupent sur la droite d'inter- 
Fig. 7». section A des deux plans P et P,. Du point o 

menons une perpendiculaire au plan bissect,pur de l'angle dièdre 
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formé par les plans P et P^ ; cette perpendiculaire déterminera 
sur les plans les points homologues c et c^. Faisons maintenant 
tourner le plan P^ autour de la droite A, pour l'appliquer sur le 
plan P ; le point c, vient en c ; la droite c^a, tournant autour du 
point a, où elle rencontre la droite A, s'applique sur la 
droite oc, et le point a vient en al sur cette droite oc, à une 
distance aa' égale à aa,. Après le rabattement, les points 
homologues a et a! sont donc situés sur des rayons partant du 
point c ; d'ailleurs les droites homologues se coupent encore siu: 
la droite A; on en conclut que les deux figures sonthomolo- 
giques l'ime de l'autre; le point c est le centre, la droite A 
l'axe d'homologie. 

Réciproquement considérons deux figures homologiques S 
et S', situées dans' le plan P, c étant le centre et A l'axe d'ho- 
mologie, faisons tourner d'un angle arbitraire autour de la 
droite A le plan de la seconde figure pour l'amener en P^ ; le 
point e vient en Cj ; la droite ca! tourne autour du point a où elle 
coupe la droite A et s'applique sur la droite ac^ ; le point a' vient 
en a^ sur cette droite aCj à une distance aa^ égale à a^a. Nous 
supposerons l'œil placé au point o où la droite a^a rencontre c^c. 
Si l'on construit dans le plan P^ la perspective S^ de la figure S 
située dans le plan P, et que l'on fasse tourner ensuite le plan P^ 
autour de la droite A pour le ramener sur le plan P, d'après ce 
qui précède, la figure S^ coïncidera avec S'. Ainsi deux figures 
homologiques sont d'une infinité de manières perspectives l'une 
de l'autre (*). 



(*) L'homologie a été imaginée par M. Poncelet et employée par lui dans son 
Trcàté des propriétés projectives des figures (18i2) comme méthode féconde dMn- 
yention. L'étude de la transformation homographique a été faite pour la pre- 
mière Ibis par H..Cha8le8 dans un mémoire sur deux principes généraux de la 
science : la dualité et V homographie, qu'il présenta en 1830 à l'Académie de 
Bruxelles et qui fut imprimé en 1837 dans son ouvrage célèbre : Aperçu histO' 
rique sur Vorigine et le développement des méthodes en Géométrie, 
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iS5i *-" On dit que deux figures sdnt eimrélatheà lorsqu'à un 

point de la première figure correspond une droite de la sébonde^ 

et & une droite de la premiëfe un point de la seconde. 

AppdcHis X, y» % les coordonnées rectiligUes homog&ies d'un 

V A/ \., p(Hnt quelconque a de la première figure^ 

p\ q'i r' les coordonnées tangentielles de 
la droite correspondante Â' de la seconde 

^ On veut que , Iwsque la droite A' tourne 
^' 7d. autour d'un pdnt fixe a' de la se«>nde fi*' 

gure» afant pour équation en coordonnées tangentielles, 

le point bwnologue a décrive une droite A dans là première i il 
faut pour cela que pf^ ^^ r* soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en a?, y, z. Les fot-^ 
mules de corrélation sont donc de la forme 

a^ + ày + cz diX+b^y-^c^z a^^b^+c^z' 

En les résolvant par rapport à x^ y, «, on obtient des for- 
xnulies Inverses de même forme : 



(^) i^ 



X y 



ay + jy + cY a\p' + b\(i + c\T' " a',p' + t'.y' + c',r' ' 
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On en déduit que, réciproquemant, lorsque le point a décrit 
une droite A dans la première figure , la droite homologue A' 
tourne autour d'un point fixe a' dans la Seconde. Le point a' est 
le point de la seconde figure qui correspond à la droite A de la 
première. 

De cette manière^ à un point a et à une droite A de la première 
figure correspondent une droite A' et un point a' dans la se- 
èonde. 

136. — Appelons x\ y\ z' les coordonnées rectilignes du point a 
de la seconde figura , et p, ç, r les coordonnées tangentielles <fe 
la droite homologue A de la première. La droite A' devant 
passer par le point a\ ses coordonnées tangentielles p', q\ r' 
doivent vérifier la relation 

si Ton y remplace p\ q\ r' par les quantités proportionoelles (i)t 
cette relation devient 

ou 

{ax' + a,y' + a^)x + (bs^ +à^'h h^')y + [ex' + «.y + c^jz = o j 

c'est r équation de la droite A en coordonnées rectiUgnes. 

Si Ton appelle p, ç, r les coordonnées tangentielles de cette 
droite, on ^ 



(3) 



û^' + «y + «î^' b^' + b^y' + h^Tf ex' + c,y' + c^z' ' 
De même, si dans T équation 

pa:-|-5.y + ^^ = ^ 
di^ la droite A, on remplace â:, y, 2 par les quantités propos 
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tionnelles (3) , on obtient l'équation 
ou 

I 

qui représente le point a! en coordonnées tangentielles. 

En appelant a/, y', s^ les coordonnées rectilignes de ce point* 
on a donc 



(4) 



Les formules (i) et (4) déterminent la droite et le point de la 
seconde figure qui correspondent à un point et à une droite de 
la première; les formules (2) et (3) le point et la droite de la 
première figure qui correspondent à une droite et à un point de 
la seconde. 

137. — Quand trois points sont en ligne droite dans Tune des 
figures, les trois droites correspondantes de l'autre figure se 
coupent en un même point, et réciproquement. 

A Finfini de la première figure correspond dans la seconde 
figure un point i ayant pour coordonnées 

De même à Finfmi de la seconde figure correspond dans la 
première un point i ayant pour coordonnées 

c' d. 

Si le point a décrit une courbe S du m* degré, la droite A' en- 
veloppe une courbe S' de la m' classe. Réciproquement , quand 
le point a' décrit la courbe S\ la droite A enveloppe la courbe S, 



j 
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et par conséquent la classe de la courbe S est égale an degré de 
la courbe S'. 

138. — Supposons que Ton rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle corrélatif. Appe- 
lons a, p, ^ les coordonnées rectilignes d'un point quelconque a 
de la première figure, p', q\ r' les coordonnées tangentielles de 
la droite correspondante A' de la seconde figure ; les formules de 
corrélation se réduiront à la forme simple 

ap' "^ bq' r' ' 

car, aux côtés a=o, p=o, 7 = du premier triangle, doivent 
correspondre les sommets p' = o , 9' = o , r' = o du second. 

Tltéorème I. 

139. — A quatre droites prises à volonté dans Vune des figures ^ 
on peut faire correspondre quatre points pris à volonté dans 
îautre figure. 

Rapportons la première figure au triangle formé par trois 
droites données a = o, ^ = o , y = o. La quatrième droite A aura 
pour équation p^a + ç^p -f r^y = ^* Rapportons de même la 
seconde figure au triangle qui a pour sommets les trois points 
correspondants p'=o, 9'=o, f'=o. Le quatrième point a' aura 
pour équation en coordonnées tangentielles p'ol\ + q'^\ + 

On prendra les formules de corrélation 

ap' bq' r" 

et l'on déterminera les deux constantes a et 6 par les relations 

£^ — ^1 — !l 
». P» T» 



1S8 
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Théorème II. 



lAO. '^ A une conique et une droUe frises à volonté dans tune 
des figures, on peut faire correspondre une conique et un point 
pris à volonté dans Tautre, 
Prenons pour axes dauis la première figure la droite donnée ab 

et les tangentes aux points où elle 
coupe la conique S. 

A ces trois droites faisons cor- 
respondre trois points, dont l'un 
est le point donné r', et les deux 
autres les points de contact p^ et 
^ des tangentes menées de ce 
^^' ''' point k la conique S' (fig. 77). 

L'équation de la conique S est 




(0 



ap — Ay*= 0; 



celle de la conique S', en coordonnées tangentielles 



A la conique S correspond, d'après les formules 



la conique 
(3) 



ap' bq' ^ r' ' 



p'q' /* = 0. 

ab 



Cette conique coïncidera avec la conique S', si l'on fait 



"* = JF- 



L'un des deux coeffici^ts a et 6 reste arbitraire. On peut en 
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disposer de manière à faire corrôspotidi'e à Un point de la 

première conique, mie tangente de la seconde ou récipro- 
quement. 



Théorème OI. 

ihi. --^ Le rapport anharmonique de qu(Ure points en ligne 
droite dans Vune des figures est égal au rapport anharmonique des 
quatre droites correspondantes de Vautre figure. 

Considérons dans la première figure quatre points a, 6, c, d 

situés sur une droite E. A ces qua- 
tre points correspondent dans la 
seconde figure quatre droites A^ 
B', G', D' passant par un même 
point e'. Joignons un point arbi- 
traire f aux points a, 6, c, d. Au 
faisceau des quatre droites fa, /fe, 
/b, fd correspondent dans la se- 
conde figure les points a', b\ c',, 
(f, où la droite F coupe les droites A', B', G', D'. Nous rap- 
porterons la première figure au triangle fab^ la seconde au 
triangle da'b'. 

Les équations des droites du premier faisceau sont : 

(oa')a = oj (oc) a — mp = o, 
[ob) p = o, (ad) a — wp =o. 




Fig. 78. 



m 



Le rapport anharmonique de ce faisceau est — . 



n 



D'après les formules de corrélation 

ap' bq" ■" r' ' 
les quatre points correspondants a\ b\ c\ d' ont pour équations 
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en coordonnées tangentielles 

(û') p' = o, (C>) p'_î^g'=o, 

et par suite le rapport anharmonique de ces quatre points est 



. m 
aussi — . 
n 



Problème 1. 



142. — Trouver le lieu des points de la première figure tels que 
les droites corrélatives passent par ces points, ainsi que l'enve- 
loppa de ces droites. 

Cherchons d'abord le lieu du point a par lequel passe sa droite 
corrélative A'. La droite M devant passer par le point a, on a la 
relation 

p'a?+ q'y^r'z=:o. 

Si l'on remplace dans cette équation p\ q'^ r' par les quan- 
tités proportionnelles (i) , on a l'équation 

(5) [ax + by + cz)x + (a^x -f 5,y + c^z)y + [a^x + bj/ + c^z)z = o. 

Ainsi, le lieu du point a est une conique S. 

Si dans la même relation on remplace x^ y, z par les quan- 
tités proportionnelles (2), on a l'équation 

(6) («y + b'q' + cy)p' + [a\p^ + b\^ + e,r)q' ' 

qui représente en coordonnées tangentielles la conique S', enve- 
loppe de la droite A'. 

143. — Remakque. Cherchons de même le lieu du point a , 
de la seconde figure, par lequel passe sa droite corrélative A. 



r. 
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La droite À passant par le point a\ on a la relation 

/?a;' + 5'y' + r2' = o. ** 

En remplaçant p, 9, r par les quantités proportionnelles (3) , 
* on obtient le lieu du point a'. 

(7) (a^'+ a,y'-^a,y+[bx'+ 6,^+ W+ (^^'+ ^ly'+^O = o. 

En remplaçant au contraire x\ y', z' par les quantités pro- 
portionnelles (4), on a l'enveloppe de la droite A : 

(8) («>+ û'i?+û»/^ + (6>+6'i?+ 6»?+ {c ,p + c\q + c\r)r= 

Les équations (7) et' (8) étant les mêmes que les équations (5) 

et (6) , on en conclut que le lieu du point a' est le même que 

celui du point a, et l'enveloppe de la droite A la même que celle 
de la droite A'. 

1A4. — A un même point a considéré comme appartenant à 
lune ou à l'autre figure, correspondent deux droites différentes. 
Si le point a décrit une même conique dans Tune ou l'autre 
figure, les droites correspondantes envelopperont, en général, 
deux coniques différentes. Nous ayons vu que le lieu du point 
par lequel passe la droite correspondante est le même dans les 
deux figures, ainsi que l'enveloppe de la droite qui passe par le" 
point correspondant. Les deux coniques S et S' ainsi obtenues jouis- 
sent de cette propriété remarquable que chacune admet l'autre 
pour corrélative dans l'une et l'autre figure ; c'est pourquoi on 
les appelle coniqiies doubles. A un point situé sur la conique S 
correspondent les deux tangentes menées de ce point à la co- 
nique S' ; de même à une tangente à la conique S' correspondent 
les deux points où cette tangente coupe la conique S. 

Il est facile de voir que les deux coniques doubles S et S' sont 
doubleinent tangentes. 

En effet, soit a un point commun à ces deux coniques, A ce 







Fig. 79. 
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point correspond la tangente A^ à la conique S' dans Tune et 

g l'autre figure ; mais, en vertu de la récipro- 
cité» au point a de la conique S' correspond 
la tangente en a à la conique S ; donc ces 
deux coniques ont même tangente en a. Si b 
est un second point commun , elles ont aussi 
même tangente B' en b. 

Les deux points de contact a et 6 sont 
des points doubles ; car à chacun d'eux correspond la même 
droite A' et B' dans les deux figureg. Le point de rencontre p des 
deux tangentes A' et B' est aussi un point double ; car à ce point 
correspond la droite double ab, 

145. — Pour qu'à chaque point corresponde une même droite 
dans les deux figures; il faut, d'après les formules (i) et (3), 
que Ton ait 

Le formule (i) montre que, dans ce cas, la droite A' est la 
polaire du point par rapport à la conique.. 

On retombe ainsi sur la méthode des polaires réciproques. Les 
deux coniques corrélatives doubles S et; S' coïncident avec la 
.conique précédente (*). 



•MM— aH«a^>alMai 



(*) Toat ce chapitre est emprunté à VAperçtc historique dô M. Chasles. 
La corrélation des figures constitue le principe de dualité. 



livrï: iil 
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146. — Nombre des points nécessaires à la dMermination Xune 
courbe de degré m. — Considérons une équation algébrique 
et entière du degré m entre a? et y ; cette équation renferme un 
terme constant, deux du premier degré, trois du second... et 
enfin m + i du m* degré; de sorte que le nombre total des 

termes est 

1 «l- 2 4- 3 4" ••• + (*w + ï) 
ou 

(m -|- i)(m4-2) 



Le nombre des paramètres arbitraires, et par conséquent le 
nombre des points nécessaires à la détermination de la courbe 
est donc 

(m + i)(m + a) 

I ■ ■■ Il I ^— ] 

a 

OU plus simplement 



i 
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Par exemple, il faut neuf points poui' définir une courbe du 
troisième degré, quatorze pour définir une courbe du quatrième 
degré. 

Remarque. — Si parmi ces points, il y en a mp -\- 1 sur ime 
courbe de degré p, le lieu se décompose en deux, l'un du 
degré p, l'autre du degré m — p; cai% la courbe du degré p 
rencontrant la ligne du degré m en plus de mp points, fait né- 
cessairement partie du lieu, qui se compose ainsi de cette courbe 
du degré p et par suite d'une autre courbe du degré m — p. 

Par exemple, une courbe du troisième degré est définie par 
neuf points ; si parmi ces neufs points i] y en a quatre en ligne 
djroite, le lieu se compose de cette ligne droite et de la conique 
définie par les cinq autres points. De même encore, si sept points 
d'une courbe du troisième degré sont sur une même conique, le 
lieu se compose de cette conique et de la droite passant par les 
deux autres points. 

Théorème I. 



1 47. 5t parmi les — ^ ^ points qui définissent une ligne du 

degré m, il y en a mp — — — + 1 sur une courbe du 

degré p, ta ligne se décompose en deux^ ïune du degré p, et f autre 
de degré m — p. 
En effet, les autres points sont au nombre de 



A 



m(m + 3) _^ , (p—i){p—ii) 
mp -4 — I — 1 

2 .2 

ou 

(m — p){m — p + 3) 



f: 



ils définissent donc une courbe du degré m — p, et cette courbe 
jointe à la ligne de degré p forme le lieu du degré m, 
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Si parmi les — ^ — ■ — ^ points il y. en avait mp — ^ — 7^^^^ — - + a, 

a étant plus grand que 1, situés sur une courbe du degré p, 
le lieu ne serait pas déterminé, il ce composerait de la courbe 
du degré p et de Tune quelconque des courbes du degré m — p 

passant par les ^^ ^-^ i— — L — a -f 1 pomts restants. 

Quand p est égal à 1 ou à 2, le théorème rentre dans la re- 
marque faite précédemment. 



Théorème fl. 



148. — Toutes les courbes du degré m qui passent par 

m(m+3) ■ . j z s (m— i)(m — a) , 
— ^ — î— - — 1 points donnés passent par ^-^ autres 

points fixes. 
En effet, soient S = et S' = o les équations de deux courbes 

du degré m passant par »■■' ^ ^ — 1 points donnés; Téqua- 

tion 

S + *S' = o, 

dans laquelle le paramètre k est arbitraire, représentera toutes 
les courbes du degré m passant par les points donnés ; car on peut 
déterminer le paramètre k de manière que la courbe passe par 
un autre point pris à volonté. Toutes ces courbes passent par 
les m* points d'intersection des deux courbes S et S', et par con- 
séquent par 

m(m + 3) (m— i)(iy2 — a) 

2 a 

autres points fixes. 
Ainsi toutes les courbes du troisième degré qui passent par 

40 
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huit pointe donnés, passent par un neuvième point fixe; toutes 
les courbe» du quatrième degré qui passent par treize points 
donnéâ, pâésérit par trois autres pointa fixes, ète. 

Remarque. Deux tourbes dU degré m se coupent êfl m' 
points ; (Juànd m surpasse deux, ori tie peut pas considérer m* 
pointa pris à volonté comme étant les points d'intersection de 

deux courbes du degré m; car on a alors mr > — -; on en 



peut prendre !îi(:î^-. à volonté; les autr^ en résultent, 
d'après le théorème précédent. 



Théorème ID. 

149. — Si parmi les ni* points dHnterseciion dé deux courbes 
du degré m, il y enamp sur une courbe du degrèp^ les m(m — p) 
autres sont sUtÂés sur une courbe du degré m — p. 

En effet, parmi les m{m--p) points restants prenons-en 

[m p)(m p+ ) . déterminent une courbe du degré m — p. 

2 

L'ensemble de cette coiu-be et de là éourbe du degré p forme 
une ligne du degré m qui passe par 

tnp -4- — ■ « = ' — ■ — — * 1 -f- — ' — ■ 

'^ ' 2 2 ii ' 

poiùtà fcomiUuns aut Sèût couAéô de degré m. Cette ligne a 
ainsi au moins *^^^ — — i points communs avec les deux 

2 

courbes proposées ; donc elle passe par tous leurs points com- 
muns, et par conséquent la courbe du degré m — p passe par les 
autres points communs qui sont au nombre de tn(m-*-p)i 
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Théorème W¥. 



150. — Un polygone de sm côtés étant inscrit dans une conique^ 
les m (m — 2) points que ïon obtient en prehant V intersection d'un 
côté qiAelconque d'ordre pair avec les côtés non adjacents X ordre 
impair sont situés sur une courbe de degré m — 2. 

Ce théorème est une conséquence du théorème précédent. Les 
côtés d'ordre pair forment un premier polygone de m côtés; 
les côtés d'ordre impair un second polygone de m côtés; parmi 
les m* pomts d'intersection de ces deux lignes du degré m, il y 
a 2m points, c'est-à-dire les sommets du polygone proposé, qui 
sont situés sur une courbe du second degré; donc les m (m — 2) 
autres points d'intersection sont situés sUr une courbe du 

degré m — 2. 

* 

Le théorème de Pascal est un cas particulier de cette propo- 
sition : un hexagone étant inscrit dam une coniquei si ïon prend 
Vinterseciion de chaque côté avec le céti opposé, on a trois points 
en ligne droite. 

De même un octogone étant inscrit dans une conique, si l'on 
prend l'intersection de chaque côté d'ordre pair avec les deux 
côtés non adjacents d'ordre impair, on a huit points situés sur 
Une coufbë dii second degré. 

DE QUELQUES FORMES DE L'ÉQUATION d'uNE COURBE DU DEGRÉ m. 



151. — L'équation générale des courbes du degré m peut se 
mettre sous la forme 

a et p étant deux polynômes linéaires , k un paramètre arni- 
traire, ç et <|/ des polynômes du degré m — 1. îl est facile de 
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s'assurer que le nombre des paramètres surpasse — ^ \ 

condition nécessaire pour qu'une courbe donnée de degré m 
puisse être ramenée à cette forme. En eflet, le premier membre 
renferme 

(m — i)(m-}-3) + 5 = ^* + ^ +^ 

paramètres, et l'inégalité 

mlm4-3) 
m' + m + 3 > --^ — ^- 

2 

ou 



% 






est toujours satisfaite, quel que soit m. Par conséquent l'équa- 
tion d'une courbe du degré m peut être ramenée à cette forme 
d'une iiîfinité de maniiTes. 

Le point d'intersection des droites représentées par les équa- 
tions a= 0, p = o appartient à la courbe, et la tangente en ce 
point a pour équation 

9. et i/^ étant la valeur des fonctions y et ^j/ au point (a = o, 
P=:o). En effet, si l'on ordonne l'équation par rapport à a, p, 
en posant 

? = To + ?i + T«+ • ••• 
+ =4^0 + +1 + 4',+ 

cpj et if^ étant des polynômes homogènes du premier degré en a 
et p, ç, et i/^ des polynômes homogènes du second degré, etc. , 
l'équation devient 



i 
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et ron voit que la droite représentée par 

est tangente au point (a = o, p = o). 

152. — Dne courbe du degré m peut, dans quelques cas 
seulement, être représentée aussi par T équation 

«Pï + WpY..... = o, 

a, p, y, . . . . a', p', y' étant des facteurs linéaires en a? et y, et leur 
nombre dans chaque terme étant égal à m. Le nombre des con- 
stantes que renferme le premier membre est égal à 4wi + i ; 

ce nombre est plus petit que — ^ — ^^—^ dès que m surpassp 5. 

La courbe passe par les m' points d'intersection des droites 

(a=:o, a'=o) (a = o, P'=o), 



Théorème "¥• 



153. — Théorème. Quand on coupe une courbe du degré m 
par une droite qu^lconqus et qu'aux m points dHntersection on 
mine les tangentes à la courbe^ les autres points d'intersection 
de ces tangentes avec la courbe sont sur une courbe du degré 
m — 2. 

En effet, soit p= o l'équation de la sécante donnée, on peut 
mettre l'équation de la courbe sous la forme 

a^, ttj a^ étant des fonctions linéaires, et <p une fonction du 

degré m — 2. Car cette équation renferme, abstraction faite 
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dep, 

(m — 2)(m+i) 4wî + a4-rw* — m — a mfm + S) 

am + 1 + = = 

a 2 2 

constantes arbitraires. Les idroites représeqtéss pay a^ ==; q, 

aj = o, a« = o sont tangentes à la courbe aux points où 

ces droites sont coupées par la droite (5=o; les m {m — «) 
autres points d'intersection de ces tangentes et de la courbe 
sont situés sur la courbe ç = o. 

154. Corollaire I. — Les m(m — 2) points où une courbe du 
degré m est coupée par ses m asymptotes sont situés sur t^ne 
courbe du degré m — 2. 

Car si Ton suppose p constant, la sécante s' éloigne à Tinfini, 
et les tangentes deviennent les asymptotes de la courbe. 

155. Corollaire II. — Les points dHnflexion d'une courbe du 
troisième d(igré sont tr^i^ 4 trois 0n ligne droite. 

En effet, soient A et B deux points d'inflexion de la courbe 
(fig. 80) , la droite AB rencontre la courbe en un troisième point G. 

Les tangentes aux points d'inflexion A 

et B ddvent être considérées comme 

ayant trois points communs avec la 

courbe. La tangente en C rencontre la 

?^' ^^- courbe en un nouveau pmnt situé sur 

la drmte AB ; ce point ccwfndde donc avec le point G qui est 

aussi un pûnt d'inflexion. 

On conclut de là qu'une courbe du troisième degré ne peut 
avoir plus de trois points d'inflexion réels, et que la droite qui 
j(HBt deux points d%flexion imaginaires conjugués passe par un 
point d'inflexion réel. 

POINTS multiples. 

156. — Supposons que l'on transporte l'origine des coordon- 
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nées en un point quelconque M de U m^rh^ ; l'équ^tiQH 4® la 
courbe sera de la forme 

Uj ti,... u^ étant des polynômes homogènes du premier, du 
second, du m' degré en x et y. La tangente au point M est 
donnée par l'équation U| = o. Msds si le polynôme u^ est identi- 
quement nul en même temps que m^, une sécante quelconque 
menée par Forigine a en ce point avec la courbe deux points 
communs qui se confondent, et Ton dit que le point M est un 
point double. Les tangentes à la courbe en ce point sont repré- 
sentées! p^r Téquatio» u^^q^ qm se décompose m diux ^ijtres 
di| premier 4egré. 

Lorsque les deux racines de l'équation w, = o sont réelles et 
inégales, par le point M passent deux branches réelles ayant deç 
tangentB$ distinctes. Lcwrsque les racines sont imaginaires, 
deux branches imaginaires se coupent au point M, qui est un 
point isolé. Quand les deux racines sont égales, le point M peut 
être un point isolé ou un point de rebroussement 

Si Ton a à la fç^B 



«1 = 0, ti,= o, 



le point M est un point triple. Les tangentes en ce point sont 
représentées par F équation t|j=o. 

En général, si Ton a ideptiq^ement 

le point M est un point multiple d'ordre fc. 

Cherchons maintenant à combien de points simples équivaut 
un point multiple d'un certain ordre. Un point double vaut trois 
points simples ; car le polynôme u^ renferme deux coefiicients. 
Dn |)oint triple vaut six ou i + 2 + 3 points simples ; en général 
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un point multiple d'ordre il^ vaut 

k(k+i) 



1+2 + 3+ + A = 



points simples. 



Tliéorènie \M. 



157. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

(m — i) (m — 2) . ^ - ,- 
"^ ^—^ points doubles. 

Nous remarquons d'abord qu'une courbe du troisième degré 
ne peut avoir plus d'un point double ; car si elle en avait deux , 
la droite qui passe par ces deux points couperait la courbe en 
quatre points. 

De même une courbe du quatrième degré ne peut avoir plus 
de trois points doubles ; car si elle en avait quatre , la conique 
passant par ces quatre points et un cinquième point pris à vo- 
lonté sur la courbe couperait la courbe en neuf points. 

En général, supposons qu'une courbe du degré m ait n points 

doubles ; par ces points et ^ ^ — - — n autres points pris à 
volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 
cette courbe coupera la courbe proposée en ^^^ — - + n 

2 

points, chaque point double comptant pour deux; il sera impos- 
sible que la courbe ait n points doubles, si l'on a 

^ \'n>mp, 

d'où 

1* ^ ' ■ ■ ■ • 

a 

Pour que l'on puisse faire ce raisonnement, il faut que le 
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nombre entier p infériexu- à m soit tel que l'on ait 



et par suite 



Elt±3>n, 



P(P + ^) ^ p{iim—p — 5) 



2 2 

OU ^ 

p> m — 5 ; 



on peut donc attribuer à p les deux valeurs m — 2 et m — 1 ; 

d'où Ton conclut que la courbe ne peut avoir plus de 

(m — 1) (m— 2) . ^ , , 1 
^ L^ points doubles. 



Ttiéorèine TH. 



158. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

/i points multiples d'ordre k, p étant le nombre entier 

2 (k— 1) 

, 201 ^ 

immédiatement supérieur a-r 5. 

Supposons qu'une courbe du degré m ait n points multiples 

d'ordre k; par ces points et ^^ ^ — n autres points pris à 

volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 

cette courbe coupera la courbe proposée en ^ ^ + (* — w 

points; il sera donc impossible que la courbe ait n points mul- 
tiples d'ordre fc, si l'on a 



d'où 



PSP±^ + [k^i)n>mp, 



pi^m — p — 3) 



2(^—1) ' 
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Pour que Foq puisse faire cq raisonnement^ il fout qpe le 
nombre entier p inférieur à m soit tel que Ton ait 



et par suite 



PiP±^>n, 



p{p + ^) ^ p(2m — /) — 5) 



OU 



am 



p>-ïr-' 



On attribuera à p la plus petite valeur entière supérieure h 
T 



— 3, et le nombre des points multiples d'ordre k ne pourra 



p(2m — p — S) 
surpasser ^ — ' .i . 

Remarque. Une courbe du degré m qui a un point multiple 
d'ordre m — i ne peut avdr d'autre point multiple. Car si elle 
avait un second point multiple la droite qui passe par ces dçui^ 
points couperait la courbe en plus de m points. 

Il résulte des considérations précédentes que si un lieu 4îl 
troisième degré a deux points doubles, ce lieu se compose d'une 
droite et d'une conique. 

De même si un lieu du quatrième degré a quatre points 
doubler ; il »e compose de deux coniques, Si la droite passant 
par deux points doubles coupe la courbe en xm autre point, le 
lieu se compose d'une courbe du troisième degré et d'une 
droite 

Si un lieu du quatrième degré a un point triple et un poin$ 
double, ce lieu se compose d'une courbe du troisième degré 
ayant un point double, et d'une droite passant parce point. 
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TANGENTES MULTIPLES, 

169. — Soit 

f(p,q) = o (i) 

l'équation d'une courbe en coordonnées tangentielles, p^ et q^ 
les coordonnées d'une tangente particulière M ; si Ton pose 

p^Pii+p't g^Pé+9'^ 

l'équation prendra la forme 

u^ étiuît un polynôme homogène du premier degré en ji' et ç', 
Mj un polynôme homogène du second degré, etc. L'équation 
tij = o donne le point de contact de la tangente M. 

Si le polynôme u^ est Identiquement nul, la droite M est une 
tangente double ; elle touche la courbe en deux points donnés 
par l'équation ti,= o qui se décompose en deux équations du 
premier degré. 

Une tangente double vaut trois tangentes simples, comme un 
point double vaut trois points simples. 

L'équation u, = o qui donne les deux points de contact de la 
tangente double peut avoir ses racines réelles et inégales, ses 
racines égales, ou ses racines imaginaires. Dans le^ premier 
cas, on a une tangente qui touche la courbe en deux points de 
contact réels (fig. 81) ; dans le second, une tangente qui a trois 
points communs avec la courbe ; le point de contact est alors 



a 




Î^ ^^ > ■ *— •■ 



.^ 




Fig. 81. Fig. 82. Fig. 83. 

un point d'inflexion ou un point de rebroussement (fig. 82 et 83) : 
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enfin dans le troisième cas, les deux points de contact sont ima- 
ginaires; c'est une tangente isolée. Le 'lieu se compose de cette 
droite et d'une autre courbe. 

On peut continuer de la même manière pour l'étude des tan- 
gentes multiples d'un ordre quelconque. 

L'équation (i) en coordonnées rectilignes représente la courbe 
polaire réciproque par rapport au cercle de rayon i . 

Ainsi les tangentes multiples de la courbe proposée corres- 
pondent aux points multiples de la courbe réciproque. 

De là un nouveau moyen d'étudier les tangentes multipl*^ à 
une courbe donnée, c'est de faire la transformation des points 
doubles de la courbe polaire réciproque. 

On arrive ainsi à des résultats curieux ; à un point simple cor- 
respond une tangente simple. Â un nœud, une tangente double 
ordinaire ; à un point de rebroussement de première espèce, une 
tangente double-à un point d'inflexion; à un point de rebrous» 
sèment de seconde espèce, une tangente double à un point de 
même nature. Les points d' osculation^ qui sont doubles, et dont 
les tangentes sont aussi doubles se retrouvent dans la courbe 
réciproque. 

FORMES D*ÉQUATI0N QUI CONVIENNENT AUX POINTS ET AUX TANGENTES 

MULTIPLES. 



160. — Une courbe ayant un point double peut être représentée 
par l'équation 

a et p étant des polynômes du premier degré en x et y, 
ç, <{^, ^ des polynômes du degré m — 2. 

Iai point double est l'intersection des droites a = o et p = o. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 
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Enfin on peut s'assurer que cette équation est Féquâtion gé- 
nérale des courbes du degré m qui ont un point double ; elle 
contient en effet 

3(m — a)(m-f i) ^ 3(m'--m + 2) 
a 2 

constantes. Et on a toujours 

3 (m* — m + 2) > m{m -}- 3) ; 

m 

car cette inégalité revient à celle-ci 

m* — 3m + 3 > o , 

qui a toujours lieu, quel que soit m. 

L'équation générale d'une courbe de degré m, douée d'un 
point triple, est 

Le point triple est à l'intersection des droites a = o et p = o. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 

L'équation (»2) contient 

a(m — 3)wi + 7 = ^^* — 6m -f 7 

coeflScients. Ce nombre est supérieur à — — 21-J. quand m est 

plus grand que 3. Toutes les courbes au-dessus du troisième 
degré, c'est-à-dire celles qui peuvent avoir des points triples, 
sont donc susceptibles d'être ramenées à cette formule. Quand 
m = 3 , r équation représente un système de trois droites passant 
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au point d'intersection deè droites a = o et p = o ; oîî peut donc 
dire qUe Inéquation convient encore à ce cas. 

L'équation générale des courbes de degré m qui ont une tan- 
gente double peut s'écrire : 

(5) acp + kpy^ = 0. 

On voit que la droite a = o est doublement tangente à la 
courbe aux deux points (a == o, p = o) et (a = o, y = o) . 

Cette équation renferme un nomJ)re suffisant de constantes 
pour que l'équation d'une cotirbe quelconque dé degré fn puisse 
y être ramenée. On a, en effet, 



{m'^\)(m+2) , (m--4)(m— i) , ^^ m(m + 3) 
_ (- j7 > , 

2 3 3 



car cette inégalité revient à celle-ci, 

qui est toujours satisfaite. 

161. — L'équation générale des courbes de degré m qui ont 
un point d'inflexion peut s'écrire 

(4) a(p4.A;p»4»=:o. 

Le point d'inflexion est àJ'intersection des droites a= o, p= o. 
La droite a == o est la tangente en ce point. 

Cette forme d'èqùàtion renferme également un nombre suffi- 
sant de constantes. On a» en effet, 

«j- j ^ — ; 

2 2 2 
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car cette inégalité revient à celle-ci, 

m* — 5m + 8>o 

qui est toujours satisfaite. 

Nous ferons remarquer que toutes les formes d'équation que 
nous venons de citer ont lieu également en coordonnées tangen- 
tielles, et qu elles donnent les tangentes multiples quand les pre- 
mières donnent les points multiples, et réciproquement. 



CHAPITRE 11. C) 



Tii-ëorie des points slnsuliers dans les ooixr1>e8 planes. 



I 

162. — Avant d'aller plus loin, nous exposerons une 
théorie des points singuliers dont Fidé^ première est due à 
M. Stunn ; elle peut être regardée comme une méthode générale 
pour la construction exacte et complète des courbes planes. 

Considérons une équation algébrique et ramenée à la forme 
entière 

(0 fO^>îd='^ 

entre les deux variables x et y. La série des points du plan dont 
les coordonnées vérifient l'équation peut être envisagée coname 
étant la représentation géométrique des solutions réelles de 
l'équation. 

Soit M l'un de ces points, a? et y ses coordonnées ; cherchons 
quels sont les points voisins du point M qui satisfont à l'équation 
proposée. Désignons par x+h^y + kles coordonnées d'un point 
voisin, hetk étant des quantités infiniment petites. Si l'on déve- 
loppe le polyïiôme f{x+h^y + k) suivant les puissances crois- 
santes de h et de k, l'équation deviendra 



(*) Ce chapitre est extrait textuellement d'une note de M. Briot placée à la fin 
du l^'Tolume du Caicui infinitésimal de M. Coumot. 
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163. — Nous allons d'abord examiner le cas général, celui 

où les deux données partielles \\ et /*^ 
ne sont pas nulles simultanément au 
point M. 

Menons deux parallèles à l'axe des y, 
à la distance infiniment petite A, de 
part et d'autre du point M et cherchons 
Fig. 84. quels sont sur ces deux parallèles les 

points qui vérifient l'équation (fig. 84). Pour simplifier posons 



-n. 




V-' 

iii 



~=w=:tang<o, 

/ 1 

L'équation (2) prend la forme 



= w^ = taDga. 



(3) 



t^ _ t/^ 4. PA -f QA* + = 0. 



Comme A est une quantité infiniment petite» l'équation ne 
pourra être satisfaite que par des valeurs de u peu différentes 
de u^, c'est-à-dire par des valeurs de w peu différentes de a. Par 
le point M menons la droite A'A, qui fait avec l'axe des x l'angle a ; 
il est clair que les pomts cherchés doivent se trouver dans le 
voisinage des points A et A' où cette droite coupe les deux pa- 
rallèles. Si l'on donne à u une valexu- qui diffère de a d'une 
quantité supérieure ou égale à l'angle y très-petit, mais déter- 
miné, on pourra trouver une quantité très-petite «, telle que 
pour toute valeur de fc inférieure ou égale à «, le premier terme 
u — w^ du polynôme (B) ait une valeur numérique plus grande 
que la somme de tous les autres termes, et par conséquent donne 
son signe au polynôme. 

Considérons la dérivée 



i-|-P'A + Q'A* + 



du polynôme par rapport à w ; le premier terme étant constant, on 

44 
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pourra déterminer une quantité très-petite é telle que, pour les 
valeurs de ci> comprises entre a^y et a+ y, toute valeur de ft infé- 
rieure ou égale à <j' rende ce premier terme plus grand numérique- 
ment que la somme de tous les autres. Appelons e la plus petite 
des quantités e et «' et supposons que ft soit inférieure ou égale 
à €. Traçons les deux droites B'B et C'G qui font avec A'A de part 
et d'autre l'angle y. 

Le polynôme (3) ayant sur le» deux parallèles une valeur po- 
sitive en tous lea points situés au^lessus du point G ou au-dessous 
du point G' négative en tous les points situés au-dessous du 
point B, ou au-dessus du point B', ces quatre portions de droite 
ne renferment aucune solution de l'équation. 

Si l'on imagine qu'un point mobile parcoure la portion de 
droite BG, le polynôme, ayant en B une valeur négative, en G 
une valeur positive, et variant d'une manière continue s'annu- 
lera dans l'intervalle; d'ailleurs il ne s'annulera qu'une fois 
puisque la dérivée ne s'annule pas dans cet intervalle. Ainsi 
la portion BG comprend une solution de l'équation et une seule. 
Il en est de même de la portion B'G'. Goncevons maintenant 
que /i décroisse de e à o, chaque valeur de h donnera dans 
chacun des deux angles opposés BMG et B'M'G un point particu- 
lier et la série de ces points formera évidemment une courbe con- 
tinue passant en M* 

Comme l'angle ay peut être pris aussi petit qu'on voudra» il 
est visible que la droite A'A qui a pour coefficient angulaire 



tangtt = — f-î 



est tangente à la courbe au point M. 

On a supposé dans ce qui précède que la dérivée partielle f^ 
n'est pas nulle; si elle était nulle, sans que f^ le fût, on per- 
muterait dans le raisonnement ft et fc; on mènerait xieux parallèles 
à l'axe des a; à la distance }i du point M et Ton arriverait à la 
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même conclusion, seulement la tangente serait parallèle à Taxe 
dey. 

Il résulte de là que lorsque les coordonnées Sun point qui sa- 
tisfont à Véquation proposte n'annulent pas à la fois les deux 
dérivées partielles du premier membre^ en ce point passe une 
branche de courbe simple. 

164. — Il est aisé de trouver la forme de la courbe dans le 
voisinage du point M. Si l'on fait u=w^^, le polynôme (3) se 
réduit à 



(4) PoA + QoA' + 



On peut trouver une quantité c" telle que pour toute valeur de 
ft inférieure ou égale à e\ le premier terme du polynôme (4) 
qui ne s'annule pas, donne son signe au polynôme. Appelons e' 
la plus petite des quanti^tés e et e" et supposons h moindre que e'. 
Si le premier terme qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 
est de rang impair, comme le terme change de signe avec h, le 
polynôme aura des signes contraires en A et en A', par exemple 
le signe — en A et le signe + en A'; les deux points de la courbe 
seront situés l'un m entre A et G, l'autre m' entre A' et B'; dans 
ce cas la courbe est convexe (fig. 84) et tourne sa concavité vers 
les y positives. Si la série avait le signe + en A et le signe — 
en A', la courbe serait encore convexe, mais elle tournerait sa 
concavité vers les y négatives. 
Ainsi lorsque la quantité 

-a 

n'est pas nulle, la courbe est convexe au point M, et le signe 
de P^ indique le sens de la concavité. 
Si le premier tecme qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 



164 UVRE m. — CHAP. II. 

est de rang pair, le premier terme ne changeant pas de signe 

avec h, la série a le même signe, par 
exemple le signe + en A et en A' ; les 
deux points fle la courbe sont situés F un 
m entre A et B, l'autre m' entre A' et B'; 
la courbe passe d'un côté à l'autre de la 
' tangente ; il y a inflexion (fig. 85) . Ainsi 
quand P^^ est nulle sans que Q^ le soit, 
il y a inflexion, 

165. — Nous avons démontré que lorsque les deux dérivées 
partielles du premier ordre ne sont pas nulles simultanément 
au point M, en ce point passe une branche de courbe simple, 
avec ou sans inflexion. Il en résulte que si l'on ne range pas 
l'inflexion parmi les singularités des courbes, les points singu- 
liers ne peuvent se trouver que parmi ceux dont les coordonnées 
annulent à la fois les deux dérivées partielles du premier 
membre de l'équation. 




Fig. 85. 



II 



166. — Supposons maintenant que les deux dérivées du pre- 
mier ordre soient nulles simultanément, l'équation se réduit à 



OU 



(5) (p + 2/;; w +/; u^) + sa + t/.' + ... = o. 

Considérons l'équation du second degré 



(6) 



/ï^w'+a/;;^w+/*j;=o. 



1*' CAS. — f'^ — f^ifyl <o. Le premier terme du polynôme 
ayant constamment une valeur finie et de même signe, l'équa- 
tion ne peut être vérifiée. Le point M est un point iêolé. 
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2* CAS. — f^ — f'^^ fy[ > o. L'équation (6) a deux radnes 
réelles, tang. a et tang. p, a<P; le premier terme et par suite 
le polynôme (5) changent de signe quand w varie de a — y à a+Y 
et de p — Y à p + y ; il n'y a d'ailleurs qu'une seule solution dans 
chacun de ces intervalles parce que la dérivée par rapport à u 



<f^+f» + S'f' + 



ne s'annule dans aucun d'eux ; il en résulte deux branches sim- 
ples tangentes respectivement aux droites qui font avec l'axe 
des X l'angle a ou l'angle p. Le point M est un point multiple. 

3° CAS. — ^' — fxify^ =^* L'équation (6) a ses deux ra- 
cines égales à u^ = tang a, et l'équation (5) se met sous la forme 



(7) 



(« — Wo)' + PA + QA'+ = 0. 



Si la valeur de P pour u=u^ n'est pas nulle, on peut donner 

à h une valeur assez petite pour que le 
;^ second terme soit plus grand que la 
A- somme de tous les suivants et par con- 
B+ séquent donne son signe à l'expression 

- Pft+ 0^^* + P^^ ^^ valeurs de o> voisines 

de a. Supposons P^< o ; le polynôme a le 

signe — en A, le signe + en B et en G 

(fig. 86) ; il y a donc une solution m dans 

Fig. 86. le premier intervalle et une n dans le 

second. D'ailleurs, il n'y en a qu'une dans chacun d'eux parce 

que la dérivée seconde relative à u 

2/;+p''A+ 




ne s'annule pas de B à G. Sur la parallèle de gauche, le poly- 
nôme étant la somme de deux quantités positives, ne peut s'an- 
nuler; cette parallèle ne renferme donc aucune solution et l'on 
a un rebroussement de première espèce. 
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Lorsque Pq = o, le signe? du polynôme en A et en à' est le 
môme que celui de Q^fc', de sorte que si Q^, est négativo^ chacun 
des quatre intirvalles AB, AG, A'B', A'C comprend une solution, 
ce qui donne deux branches de courbe tangentes à la même 
droite A'A et situées de part et d'autre de la tangente. Mais 
si Q^ est positive, il y a incertitude, l'un des deux intervalles AB 
ou AG peut contenir deux solutions et de même Fun des deux 
intervalles A'B' ou A'C'. 

167. — Pour lever cette ambiguïté, on posera u^u^-^u'h'^ 
ce qui réduira l'équation (7) à la suivante 



(â) 



Cw'« + Po-«' + Qo)+SA+ =0, 



que Ton traitera comme l'équation (7). 

Si P'^j' — 4Qo< 0» c^tt^ équation est impossible, le point M est 
isolé. Lorsque P'^' — 4Q^j>o, l'équation w'^' + P'^jU'-j- Q© = o 
admet deux racines inégales v!^ et u\ ; si ces deux racines sont 
de même signe, la courbe se compose de deux branches convexes 
situées du même côté de la tangente commune; si elles sont 
de signes contraires, ces deux branches sont situées de part et 
d'autre de la tangente ; dans ces deux cas, le point M est un point 

multiple. Lorsque P'^^* — 4Qo = o» si S^^ 
est différent de zéro, l'équation (8) ad- 
met pour l'une des parallèles deux so- 
lutions voisines de u\^ ce qui donne pour 
u deux valeurs voisines de u^ + u\h ; il 
y a au point M un rebroussement de se- 
conde espèce (fig. 87). Si S^j = o et qu'il 
y ait ambigmté, on poserait 




Fig. 87. 



et on continuerait de cette manière jusqu'à ce que l'on eût dé- 
terminé exactement la forme de la courte. 
La discussion précédente qui porte spécialement sur les 
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termes du tsecond degré fait bien comprendre l'esprit de la 
méthode* Nous allons maintenant rexposer d'une manière gé- 
nérale. 



m 



168« — L'équation (t) est de la forme 

les exposants a et p étant entiers. Regardons h comme im infini- 
ment petit du premier ordre, et désignons par pi Tordre de Tin- 
iiniment petit k. Considérons le groupe des termes du degré le 
moins élevé; ce premier groupe doit contenir au moins deux 
termes tels que 

Ces deux termes étant de même degré, on a 



«+?«== *i + PiH, 



d'où 



1^ = 



Œj — a 



y 



Il en résulte que le degré de k par rapport à ft est commen- 
surable. 

169. — Voici comment on parvient à formeî le premier groupe : 
dans un plan, traçons deux axes rectangulaires Oo; et Oy (fig. 88) « 

et marquons les points qui ont pour coor- 
données les exposants a et ^ dans les 
différents termes, a étant Fabcisse, p l'or- 
donnée. A chaque terme correspond un 
point du plan. Comme le polynôme doit 
"i contenir au moins un terme indépendant 
de ft et un indépendant de fc, sans quoi 
il serait divisible par ft ou par &, il y aura au moins un point sur 



■\' 




Fisr. 88. 
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Taxe des y et un sur l'axe des x. Nous remarquerons d'abord 
qu'à des termes de même degré correspondent des points placés 
en ligne droite; et, en effet, la valeur de [x trouvée précé- 
demment montre que la droite qui joint les points correspon- 
dants à deux termes de même degré a une direction constante; 
cette droite fdt avec Taxe des y négatives un angle dont la tan- 
gente est égale à [x. Si, par un point quelconque (a,, pj, on 
mène une droite parallèle à cette direction constante, cette droite 
ayant pour équation 

son abcisse à l'origine a^ + jx^j est précisément égale au degré 
du terme correspondant. Il en résulte que les droites parallèles 
sur lesquelles sont placés les points qui correspondent aux divers 
groupes de termes s'éloignent de l'origine à mesure que le degré 
de ces termes augmente; par conséquent, la ligne qui passe 
par les points du premier groupe laisse à sa droite tous les autres 
points. 

170. — Que l'on ima^ne une droite coïncidant d'abord avec 
l'axe oy et qu'on la fasse tourner autour du premier point situé 
sur cet axe de droite à gauche; c'est-à-dire en augmentant son 
abscisseàl'origine, jusqu'à ce qu'elle rencontre un second point; 
qu'on la fasse tourner ensuite autour de ce second point dans le 
même sens jusqu'à ce qu'elle en rencontre un troisième, et ainsi 
de suite jusqu'à ce que la droite passe par le premier point situé 
sur l'axe oa?, on formera ainsi une ligne brisée convexe dont 
chaque côté passe par plusieurs points et laisse tous les autres 
à sa droite. Chacun des côtés de cette ligne convexe donnera 
une manière d'établir le premier groupe. 

171. — Considérons l'un de ces modes de groupement en 
particulier et soit - la valeur correspondante de pi, - étant une 
fraction irréductible. Deux termes 
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du premier groupe étant du même degré, on aura 

ou 

(«i-«)? = (P-P,)p. 

La différence a^ — a des exposants de h est un multiple de p, 
la différence p — p, des exposants de fc un multiple de q ; on 

w 

aura donc 

n étant un nombre entier. Le premier groupe, ordonné par rap- 
port aux puissances croissantes de ft, ou par rapport aux puis- 
sances décroissantes de &, s'écrira donc 

AA«aP + BA"+^p^3"^« + CA*-^^p^P-'«+ ... + GA*+^PfcP-^^ 

6, c^ ... g étant des nombres entiers croissants. 

172. — Nous allons, pour continuer la transformation, distin- 
guer deux cas principaux, selon que le nombre q est pair ou 
impair. Considérons d'abord le cas où g est impair. 

Si Ton pose 

fc' étant une nouvelle quantité infiniment petite de même signe 
que ft, u une quantité finie, le premier groupe devient 

Tous les termes de l'équation contenant le facteur ft'*<7+pp, on 
peut diviser par ce facteur et ramener l'équation à la forme 

rio) w^-^P [Aw^^ + B?/^"^-'^ + + G] + etc. = o. 
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Le premier groupe devant avoir une valeur infiniment petite 
pour se réduire avec les suivantes, la valeur finie de u différera 
très-peu de l'ianades racines de l'équation 

(il) Att^« + Btt(^-^>« + + G = o. 

Si l'on pose 

cette équation se réduit au degré g et devient 



(12) 



At;^+ Bi;^-* +.:... + G — o. 



173. — U faut étudier séparément chacune des racines réelles 
de cette équation. Soit t?o une racine simple de l'équation (12); 

l'équation (11) admet la racine simple «o = t?o* , et l'on démon-, 
trera, comme précédemment, que, quel que soit le signe de h\ 
l'équation (10) admet une racine voisine de «o» et une seule, 
d'où résulte une valeur de k sensiblement égale à u'Ji'^. A cette 
racine simple, correspond une branche de courbe passant au 
point M et s' étendant à droite et à gauche de ce point. 

La forme de la courbe varie suivant que p est padr ou impair, 
plus grand ou plus petit que 9. 

i** p impair. Quand on change le signe de h ou de h\ k change 

lui-même de signe; il en résulte une branche 
_- à inflexion, tangente à une parallèle à l'axe 

des a? si - > 1 (fig. 89) , à une parallèle à 

l'axe des y si - < 1 (fig. 90) . 

Le cas particulier où p = q = i rentre dans 
le précédent. Mais la tangente a une direction 
oblique et il n'y a plus nécessairement inflexion 

(fig. 84 et 85). 

Fig. 90. 

2° p pair. Quand ft' change de signe, h conserve le même 



M 



Fig. 89. 



M 



i_ 



THÉORIE DES POINTS SINGULIERS DANS LES COURBES PLANES. l7l 

signe. Si - > 1 , la courbe a la forme convexe ordinaire et est 



M 




Fig. «1. 

tangente à une parallèle à Taxe des x (fig. 91); si - < 1, elle 

forme un rebroussement de première espèce, dont la tangente 
est parallèle à Taxe des y (fig. 92). 

174. — Étudions maintenant le cas où q est un nombre psdr. 
On posera 

h! étant une quantité infiniment petite, positive ou négative, 
u une quantité finie que l'on pourra toujours supposer positive, 
à cause du double signe de h' ou de h'^y puisque p est impair. 
On affectera la quantité h"^ du signe + ou du signe — , selon 
que Ton cherchera les points situés sur la parallèle de droite ou 
sur celle de gauche. Si Ton considère la parallèle de droite, il 
faudra prendre h = h'^; la transformation est la même que celle 
que nous avons effectuée précédemment, et on arrive aux mêmes 
équations (10), (11), (12). 

Si Ton considère la parallèle de gauche, il faudra prendre 
h = — h'^y les équations (10), (11), (12) sont remplacées par 
les suivantes : 



(10)' ttP--^[Aw^« + (- O&Bw^^^^'^ +...+(— i/G]+ etc. == 
(i 1)' Aw^H (- 0^ Bm(^"^'« + .. . 4. (_ i/G = o. 

(12)' Av^ + (~ 



0. 



r-b 



)^Bi;^"^+...-}-(-i/G=o. . 



Nous remarquerons d'abord que les équations (12) et (12)' ont 



M 
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leurs racines égales et de signes contraires. Les valeurs posi- 
tives de V sont seules admissibles, les valeurs négatives donnant 
pour u des valeurs imaginaires. Soit donc Vo une racine simple 
positive de Tune de ces deux équations, par exemple de l'équa- 
tion (12)^ L'équation (11) admet la racine réelle et positive 

tio=:t?o^; si, dans l'équation (10), on donne successivement à 

h! une valeur positive et une valeur négative, on 
voit que cette équation admet deux racines réelles 
voisines de Wo ; il en résulte pour k deux valeurs 
de signes contraires voisines de UoUp. A cette ra- 
cine simple Vo correspond ainsi une double bran- 
che de courbe située d'un même côté du point M, 
*^' à droite dans l'hypothèse actuelle; elle forme une 

branche convexe ordinaire, tangente à une parallèle à l'axe des y 

si - < 1 (fig. 93) , un rebroussement de première 
Fi 94 espèce tangent à une parallèle à l'axe des x si 
^>i(fig. 94). 

Considérons maintenant une racine négative de l'équation (1 2) ; 
à cette racine négative ne correspond aucun point sur la parallèle 
de droite ; mais cette racine devient positive dans l'équation (12)', 
et elle fournit l'une des courbes trouvées précédemment, mais 
tournée en sens contraire, c'est-à-dire vers la gauche. 

175. — Nous avons supposé jusqu'à présent que l'équation 
(12) n'admet que des racines réelles simples. Chacune d'elles 
donne une branche simple passant par im point M et pouvant 
oflTrir une inflexion ou un rebroussement de première espèce. 
Considérons actuellement une racine réelle v^ d'un degré n de 
multiplicité. Le premier membre de l'équation (12) ou (12)' est 
divisible par {v — VoY^ le premier membre de l'équation (1 1) ou 
(11)' par {u — Wo)". Si Ton pose 
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k! étant une quantité infiniment petite, et que Ton remplace u 
p^ cette valeur, l'équation (lo) ou (lo)'aura tous ses termes 
infiniment petits et prendra la forme 

(i3) 2A'rVP' = o. 

On traitera cette équation comme on a traité Téquation (9) . 
Marquant dans un plan les points qui ont pour exposants les 
coordonnées de K et de fc', on examinera les différentes manières 
de former le groupe des termes du degré le moins élevé. Chacun 
de ces modes cond^ira à une équation analogue à l'équation (12), 
après qu'on aura posé A' = ±fc"«', h! = u'h"^, w'«' = t?'. Les 
racines simples de cette nouvelle équation n'offriront aucune 
difficulté. A une racine simple correspond une valeur de h! de la 
forme ujh"^\ et par suite une valeur de k sensiblement égale 
à {Uo + u'X^')h\ 

Si q et q' sont impairs, ft' et h" ont le signe de k et l'on a une 
branche de courbe qui s'étend à droite et à gauche du point M, 
et qui reproduit l'une des formes représentées par les fig* 89, 

90» 9^ 92- 

Si q est pair, q' impair, il faut choisir le signe de ft, ce qui in- 
dique que la courbe ne s'étend que d'un côté, h' conserve le 
double signe, h" a le même signe que h'; on a donc pour fc , sm' 
une même parallèle, deux valeurs de signes contraires, ce qui 
reproduit l'une des deux formes représentées par les fig. 96 
et 94. 

Si q est impair, q* pair, h! a le signe de ft, et h" un double 
signe ; mais dans la nouvelle équation il faudra choisir le signe 
de ft', ce qui indique que la courbe ne s'étend que d'un seul 
côté; fc" conservant le double signe, et p' étant impair, on a 
pour ft, sur une même parallèle, deux valeurs du même signe, 
ce qui douDû un rebroussement de seconde espèce, dont la tan- 
gente est parallèle à l'axe des a? ou à Taxe des y, selon que - 




Fig. 95. 
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est plus grand ou plus petit que Tunité (fig. 96 et 96). Cepen- 
dant, dans le cas où p=g = 1, le rebroussement 
est de première espèce, la tangente ayant une 
direction oblique (fig. 86) . 

Enfin, si q et 9' sont pairs, il faut d'abord 
choisir le signe de ft, puis celui de ft', ft" conser- 
vant le double signe. On a encore un rebroussement de seconde 

espèce (fig. gS et 96). 

Quand l'équation en v' a des racines multiples 
réelles, on pose u'=u\+K' et on opère une 
nouvelle transformation analogue aux précédentes, 
Fig. 96. et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une 
équation n'ayant plus de racine multiple. 

176. -— Il est aisé de voir que la suite de ces transformations 
ne peut se prolonger à l'infini, et qu'elle doit nécessairement se 
terminer après un nombre limité d'opérations. Si l'on désigne, 
en effet, par m le degré de l'équation proposée, le plus fort 
exposant de /p et de u dans les équations (9) et (10) étant au 
plus m, il est évident que le degré de l'équation (12) ne peut 

surpasser — ; le degré n de la racine multiple v^ ne peut donc 

surpasser—. Quand dans l'équation (10), on remplace u par 

Uq + ^» 1® premier groupe fournit un terme en fc'" indépendant 
de h'; l'exposant de V dans le premier groupe de la nouvelle 
équation sera donc au plus égal à n; le degré de l'équation 

en V ne pourra donc surpasser — ou — j 



En continuant ainsi, 
on voit qu'après un certain nombre d'opérations le degré de 



m 



l'équation à laquelle on arrive, ne pouvant surpasser —7-»» sera 



qqY' 



nécessairement du premier degré. 

Le raisonnement serait en défaut si l'on avMt q=^z=q"... 
mais, dans ce cas, comme ft=:ft'=ft"=... le degré de ft'neva 
pas en augmentant ; comme d'ailleurs, à chaque opération, on 
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divise par une certaiiie puissance de fc, il est évident que ce 
degré va en diminuant; on arrivera donc à une équation du 
premier degré en ft, dans laquelle le premier groupe sera néces- 
sairement formé de ce terme en h et du premier terme indépen- 
dant de ft , on aura ainsi à résoudre une équation binôme en m, 
et par suite une équation du premier degré en t. 

177. — Il résulte de ce qui précède, qup les courbes algé- 
briques n'admettent ni points d'arrêt, ni points saillants. La 
méthode ramène, en effet, la construction de la courbe à la 
considération des racines simples réelles de diverses équatk)ns ; 
or nous avons vu que dans tous les cas une racine simple donne 
deux branches ayant même tangente, et situées de part et d'autre 
ou d'un même côté de la tangente ou de la normale; elles 
forment donc, ou une courbe ordinaire convexe ou à inflexion 
ou im rebroussement de première ou de seconde espèce. 

Il est à remarquer qu'une fois arrivé à une racine simple, 
ce qui suffit pour la construction de la courbe, si l'on continuait 
les transformations on n'aurait plus à considérer que des équa- 
tions du premier degré en u; il n'y aurait plus de subdivision 
dans le calcul; les exposants seraient tous entiers et l'on obtien- 
drait le développement de k en série suivant les puissances crois- 
santes de h. 



IV 



178. — La même méthode sert à déterminer avec exactitude 
les branches infinies de la courbe et leurs asymptotes; elle donne 
toutes les asymptotes paraboliques de la forme 

y = ax"" -f" ^^'^ + ^) 

les exposants de po étant entiers ou fractionnaires, mais po- 
sitives. 
Dans l'équation proposée, considérons a? et y comme des 
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quantités infiniment grandes. Marquons dans un plan les points 
qui ont pour coordonnées les exposants de x et dey dans chaque 
terme et désignons par jx le degré de y par rapport à x ; le pre- 
mier groupe, c'est-à-dire le groupe des termes du degré le plus 
élevé, devant contenir au moins deux termes, on démontrera, 
comme précédemment que [jl est commensurable, que les points 
correspondants aux termes de même degré sont en ligne di'oite, 
et que la droite qui passe par les points correspondants aux 
termes du premier groupe laisse tous les autres points au-des- 
sous et à sa gauche. D'après cela, pour former le premier groupe, 
on imaginera une droite se mouvant parallèlement à Taxe de x 
et venant des y positifs jusqu'à ce qu'elle rencontre un premier 
point, puis, tournant autour de ce point, de gauche à droite, 
jusqu'à ce qu'elle en rencontre un second, tournant ensuite 
autour de ce second point dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle 
en rencontre un troisième et ainsi de suite, jusqu'à ce que k 
droite devienne parallèle à l'axe des y. Chacun des côtés de cette 
ligne brisée donnera une manière d'établir le premier groupe. 

Si ~ désigne la valeur correspondante de jx, on posera a?=a;'s 

ou x=±x^^ suivant que q est impair ou pair, y=ux'^\ si l'on 
divise par la plus haute puissance de x\ l'équation sera ordonnée 

suivant les puissances croissantes de — ; égalant le premier 

groupe à zéro, on aura à résoudre une équation en u que Ton 
simplifiera en posant m' =t?. Soit u^ une racine de cette équation, 

on posera u = w^ + fc, - =ft, et l'on arrivera à une équation de 

X 

la forme 

entre le? deux quantités infiniment petites ft et fc. On traitera 
cette équation par la méthode suivie pour le3 points singuliers, 
et l'on poussera les calculs jusqu'à ce que l'on arrive, dans le 
développement de fc, suivant les puissances croissantes de ft, à 
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un exposant plus grand que p, ou plus loin encore si la sépara- 
tion des racines F exige; la valeur correspondante de y se trou- 
vera ainsi développée suivant les puissances décroissantes de x 
et le dernier terme ou les derniers termes étant affectés d'expo- 
sants négatifs. En négligeant ces derniers termes, on aura l'asymp- 
tote parabolique ; les derniers termes indiqueront le nombre et 
la disposition des branches de courbe qui correspondent à une 
même asymptote. 

Lorsque ?=!,?-, étant égal ou supérieur à l'unité, l'asymp- 
tote devient rectiligne. Nous remarquerons qu'à une même 
asymptote correspondent toujours deux branches de courbe 
situées d'un même côté, ou de côtés différents par rapport à 
l'asymptote, vers une même extrémité ou vers deux extrémités 
différentes. 
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CHAPITRE m. 



miéo^t0 des trans'rersaleii. 




TfaLéorèine I. 

179. — Si^ par un point donnée on mène à une courbe algé- 
brique deux sécantes ayant des directions déterminées, le rapport 
des produits des distances du point donné aux points d^interseo- 
tion des sécantes avec la courbe est indépendant de la position 
du poitU donné. 
Soit, en effet, f{oc,y) = o Téquation de la courbe. Soient a, 6 
\ . les cosinus des angles que fait avec les 

axes une sécante menée par le point 

fixe P, Xxoi t/o) (fig. 97) . On aura les 

distances r du point fixe aux points 

^'s- 97. d'intersection de la sécante avec la 

courbe, en substituant dans l'équation de la courbe Xo + ark x, 

et yor\-br k y. Or on a 

K^o + cir, y, + br) = f{x,, y,) + riafx, + bfy,) 
+ + r*"cp(a,6) = 0. 

Le produit des diverses valeurs de t? est 

ç(â, b) 
Pour une autre sécante partant également du point P, et dont 
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les cosinus des angles avec les axes sont a', 6'^ on aura de 
même 



Tj r, ... 

On en déduit 


^ . K-^o^ 2/0) 




r^_cp(û',ÔO 

^m TC'Ï.^)' 



expression indépendante des coordonnées du point fixe# 

Il est clair que dans l'application de ce théorème, il faudra 

tenir compte du signe des grandeurs v^ , Vj et faire entrer 

d'ailleurs celles de ces longueurs qui sont imaginaires* 



Vliéorèiiie II. 

180. — Si, 'par deux points fixes ^ on mène des sécantes 
dans une même direction, le rapport des produits des segments 
interceptés entre les points fixes et la courbe est indépendant 
de la direction commune de ces sécantes. * 

On trouve en eifet, en opérant comme précédenunent, 

fQ^o> yo) 

r\r\ r\, f(x\,i/,) f{^,,r/,y 



?(«> à) 



ce qui démontre le théorème. 



Tliéerèiiie HI. 



181. — On coupe une courbe algébrique par un polygone 

ABC Si, en parcourant ce polygone dans un sens, on 

fait le produit des segments compris entre les sommets succes- 
sifs et la courbe, puis si Von fait ce même produit en parcou- 
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rant le polygone en sens contraire, les produits ainsi obtenus 

A^^a \ sont égaux. 

^.^/''l^^ Appelons flj, a, a^ les divers 

/T^:À<r^""^^ points d'intersection du côté AB avec la 

^\\ \ S^^y^ courbe, 6j, 6, b^ ceux au côté BG 

^^T>^=::d — ^ avec la courbe, etc. (fig. 98), le théo- 

Vig. 98. rème consiste dans l'égalité 

AajAa, ... Aû^xBÔjBô, ... Bô^xCCjCc, ... Cc^... 
= De„ . . . D^TjDCj X C6« . . . G6jG6i X Ba« . . . Ba,Bû. 

J'appelle P,, P, P^ les premiers produits, c'est-à-dire les 

produits des segments comptés à partir des sommets A, B, G ••• 
sur les côtés AB, BC, GD, ... du polygone; j'appelle ensuite 
P'j, Fj, P'„ les seconds produits, c'est-à-dire les pro- 
duits des segments comptés à partir des sommets B, G, ... A 

sur les mêmes côtés du polygone AB, BG, GD Par un point 

0(a?o9 î/o) quelconque, je mène des sécantes parallèles aux côtés 

du polygone; soient Pj, p, Pn les produits des segments 

comptés sur les sécantes menées par ce point. 

On a, d'après le théorème II, 

fi El 

P'n Pn 

P, ^5 
P'i Pi 

Ft P. 

on en déduit 

P P .. P 
p/ p» . P' " 



1; 



ce qui démontre le théorème. Il est connu sous le nom de ihèo- 
rème des transversales. 
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APPLICATIONS DU THÉORÈME DES TRANSVERSALES. 

182. — En appliquant ce théorème à une ligne droite cou- 
pée par un triangle, on obtient le théorème ordinaire des trans- 
versales. 

Toute transversale détermine sur Us côtés d'un triangle ABC 

six segments tels que le produit de trois 
segments non consécutifs est égal au pro- 
duit des trois autres. 

Soit DE la transversale ; on a immé* 
diatement (fig. 99), 

AF.BD.CB = AB.BE.CD, 

ce qui démontre le théorème. 

Réciproquement, si trois points D, E, F situés sur les côtés 
d'un triangle déterminent six segments qui jouissent de cette 
propriété, ils sont en ligne droite, pourvu que les trois points, 
ou un seul d'entre eux, se trouvent sur les prolongements des 
côtés du triangle. 

Corollaire. — Trois droites OA, OB, OC menées d'un mime 

point aux sommets Sun triangle ABC, dèter-- 
^j^' minent sur ses côtés six segments tels que le 
produit dfi trois segments non consécutifs est 
jj, ^ égal au produit des trois autres changé de 

Fig. 100. signe. 
On a en effet, en considérant le triangle ABA' et la transver- 
sale ce (fig, 100), 

AC'.BC.A'O = AO.BC'.A'C, 
et en considérant le triangle ACA' et la transversale BB', 

AO.CB.'A'B = AB^CB.A'O. 
En multipliant ces deux égalités membre à membre, et sup- 
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primant les facteurs communs, il vient : 

AC . BA'. CB' = — (AB' . BG^ CAO , 

ce qui iHX)uve la proposition. 

La rédproque est évidente : si trois drtntes issues des som- 
mets d'un triangle déterminent sur ses côtés six s^^gm^fits qui 
jouissent de cette propriété, elles se coupait en un même pobt, 
pourvu que les trois droites ou une seule d'entre eUes coupent 
les côtés mêmes du triangle. 

183. — Le même théorème s'applicpie de la même façon à 
uBe ccmique coupée par un triangle, et on peut en déduire la 
réciproque. On a ainsi un moyen de reconnaître si six points 
donnés sont sur une conique. 

Il est facile au moyen de cette propriété de démontrer le théo- 
rème suivant : 
Dans tout triangle circomcrii à une coni(juet les droites qui 

$ joignent les sommets aux 'points de coxh- 
tact se coupent au même point. 

Soit m effet ABC un trianglç circouscrit 
à une conique (fig. loi). Soient a, b, clés 
points de contact de ce triangle avec la 
conique. — On a : 

Ac*.Ba«.C6» = A6*.Ca*.Bc'; 

d*où Ton tire : 

Ac.Ba.Cb z=:±: Ab.Ca.Bc. 

En écartant le signe -f-* cpû indiquerait que les trois points 
a, 6, c sont en ligne droite, il reste 

kc .Ba,Cb = — Ab.Bc .Ctty 

ce qui mcntre quelles trois droites partsmt des sornsoets du 
triangle et aboutissant aux points de contact se coupent au même 
point. 
18^. — Commue dernière appUcatiop, nous allons montrer 
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quelques propriétés des courbes du troisième degré résultant 
immédiatembiit de ce théorème. 

1^ Les trois points d'inflexion d'une courbe du troisième degré 
sont en ligne droite. 

Soient a^b^c trois pointe d'inflexion réels, pris sur une coiffbe 

,A du troisième degré. Je mène les tangen- 
tes en ces points ; elles forment le trian- 
gle ABC (fig. 102). 

En considérant le point d'inflexion 
comme la réunion de trois points où 
la tangente se confond avec la courbe, 
on a : 




Fig. 102. 



(Ac)'(Ba)'(C6y = (— A6)»(Ga)»(— Bc)».= Aé'Ca'Bc»; 



d'où: 



Ac.Ba.Cb = Aô.Be.Ca, 




ce qui montre que les trois points a, 6, c sont en ligne droite. 

2" On coupe une courbe du troisième degré par une droite; 

aux points d'insersection on mène des 

tangentes qui viennent rencontrer la 

courbe en trois points qui sont en ligne 

'■^^^. droite. Soient a, 6, c les points où la 

droite rencontre la courbe du troisième 

Fig. 103. degré; en menant par ces points des 

tangentes à la courbe, on forme le triangle ABC (fig. io3). Ces 

tangentes coupent la courbe en trois autres points a', 6', c', et 

on a ; 

Ac\k€f. Ba». Ba\ Cb\CV = A6» A6'. Ca'Ca'. Bc«. Bc\ 

Or, les trois points a, 6, c étant en ligne droite, on a : 

Ac*.Ba«.Ci* = Ab\Ga\Be\ 

Ac\Ba!.Cb'= Afc'.Bc'.Ca', 



Donc : 



égalité qui prouve que les trois points a\b\c* sont en ligne 
droite. 



^^^^^•^^^•^^•■■^1» 



CHAPITRE lY. 



PolfULres dans les coiurlbes alsélbriques. 



CONJUGUÉS HARMONiQUES DE DIFFÉRENTS ORDRES. 



185. — Prenons sur une droite m points a^^a^... a«. Soit p un 

point fixe et r , , ^, . . . r„, ses dis- 



J' *i *« ^ ^m tances aux m points (fig. io4). 
^*^- *®* On appelle conjugué harmonique 

du premier ordre du point p, le point p' dont la distance au 
point p satisfait à l'équation : 

^=1+-^ + +^ 

2(;-^)=»- 

Les points conjugués harmoniques du second ordre sont les 
points p' déterminés par la relation : 



ou 



^ \r rj \r w 



Cette équation étant du second degré, il y a deux points con- 
jugués harmoniques du second ordre. 

On peut voir par là quelles sont les relations qui définissent 
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les conjugués harmoniques des divers ordres. Les points con- 
jugués harmoniques du (m — i ) • ordre sont déterminés par l'équa- 
tion : 

Il y a m— 1 points de cet ordre. 

Enfin si Ton cherche les conjuguécj du m* ordre, il est clair 
qu'ils seront donnés par l'équation : 

et l'on voit qu'il y aura m points conjugués de cet ordre, qui 
coïncideront avec les m points donnés a,, a^...afn* 

186, — Il existe entre les points conjugués harmoniques une 
réciprocité remarquable : 

Si le point p' est conjugué harmonique du n' ordre du point p, 
par rapport aux points a,, a,...a^, le point p est conjugué har- 
monique du point p', du m — n* ordre, par rapport aux mêmes 
points. 

Le point p' conjugué harmonique du premier ordre du point 
p est déterminé au moyen de l'équation : 



n-7) — 



ou 

9\ — r 



2^=«- 



Appelons r',, /,,... r « les distances du point p' aux points a,, 
a,...,a^, nous aurons les relations suivantes 
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De sorte quç Téquation précédente devient ; 
OU : 






en comptant la, distance p'p = r' à partir du point p', comme 
nous venons de faire pour les autres, ce qui revient à changer 
r en — r'. 
Cette dernière équation mise sous la forme 



2^'"-;r'=o> 



si Ton multiplie tous les termes par Iç produi 



devient 






elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p 
du m — 1* ordre. 

En général un point p' conjugué harmonique du point p de 
Tordre n est défini par l'équation 



2d \r rj \r rj 



1 1 

1 = 



que Ton peut mettre sous la forme 



2?^^ 



(?-r',)v /,) {t- vj 



= O. 
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Si Ton multiplie tous les termes par le produit 
comme précédemment, cette équation devient 

■ 

elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p* 
de Tordre m — n. 
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187. — Supposons que par un point fixe p on mène une 

sécante quelconque à une courbe de degré m, il est évident que 

le lieu du point p' conjugué de premier ordre du point p sur 

chaque sécante est une ligne du premier degré, ou une ligne 

droite ; que le lieu des deux points p' conjugués du second ordre 

du point p sur chaque sécante est une courbe du second 

degré ; et qu'enfin le lieu des points conjugués de Tordre m — i 

est une courbe du degré m — i. La courbe proposée admet 

ainsi m — i polaires successives dont nous chercherons les 

équations. 

Soit 

/•(r, y, z) = 

T équation de la courbe en coordonnées homogènes. Menons 
par le point p, (a?^, j/^, z^) une sécante, et posons 

y = yo + f>^^ 

z = z^. 
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L'équation de la courbe devient en coordonnées polaires 

f[x^ + avy y^ + 6r, zj = o. 
En divisant par r*, les deux membres de cette équation, on a 



f(^^^a, y^+b, i«) 



o. 



Si Ton appelle r^, r,... r^ les distances du point p aux m 
points d'intersection de la sécante et de la courbe l'équation de 
la courbe se mettra sous la forme 

-o-.^)e-r.) &-i)=°- 

La polaire du degré m — i que l'on appelle aussi première 
polaire a pour équation 

2(;-;^)(;-r.) e-è;)=«. . 

c'est-à-dire 

DiR = o. 

r 

De même la polaire du degré m — 2 ou la seconde polaire a 
pour équation 

yri^i)(i~i.\ (i^-L\==o, 

OU plus simplement 

D'R==o. 

1 



En général, la n* polaire a pour équation 



d;;r = o. 
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Cherchons maintenant les équations de ces courbes en coordon- 
nées rectilignes. Si Ton pose 

^=,7 = 7+''' 

^ 'V r ^ ' 

z z^ 

on a identiquement 

r 

et en général 

r 

Multiplions tous les termes par r" ; l'équation de la *>• po- 
indre devient 

188. — Nous avons remarqué que, si le point p' est conju- 
gué du point p de Tordre m — n, réciproquement le point p est 
conjugué du point p' de l'ordre n. L'équation précédente est la 
relation qui existe entre les coordonnées rc^, t/o» ^o ^^ point p et 
les coordonnées rc, y, z du point p' ; si Ton regarde ces der- 
nières coordonnées comme constantes et les premières comme 
variables, on peut dire que l'équation (i) est le lieu du point 
p conjugué du point fixep' de l'ordre n. 

Permutons maintenant les lettres x^ et a?, y,, et y, z^ et z^ nous 
voyons que l'équation 

(2) (^D, + yD, + zD, )YK . yo ) 2o) = o 



représente la poldre du degré n d'un point fixe ayant pour 
coordonnées ar^, y^, z^^ 
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Ainsi la polaire du degré n d'un point fixe est représentée par 
Tune ou l'autre des deux équations 

(x,D, + y,\)y + z,D,)-^--f{x, y, z) = o, 



dans lesquelles 0?^, j/^, z^ désignent les coordonnées du point 
fixe et 0?, î/, 2r les coordonnées variables d'un point quelconque 
du lieu. 

Cette dernière forme d'équation est en général plus commode 
que la première. Par exemple, la droite polaire a pour équation 

et la conique polaire 

(xD^ + yD^ + zD, )Y(Xo, yo, z^) = o. 



PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES POLAIRES. 



189. — On peut énoncer la réciprocité des points p et p' 
en disant que le lieu du point p' dcoit la polaire du degré n 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — n de ce 
point p. Par exemple le lieu du point p' dont la droite polaire 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — 1 ou la 
première polaire du point p. 

Il en résulte qu'une droite donnée admet (m — i)' pôles; car 
si l'on prend deux points sur cette droite, les pôles de la droite 
seront les points d'intersection des premières polaires de ces 
deux points; ces premières polaires étant du degré m — i,le 
nombre des points d'intersection est (m — i)*. 

On peut remarquer encore que les premières polaires de tous 
les points d'une droite passent par (m — i)* points fixes, qui 
sont les pôles de la droite. 
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Considérons Tune des tangentes menées du point p à la courbe 
proposée sur cette droite, deux points d'intersection se con- 

1 1 

fondent, et le polynôme R contient le facteur au carré ; 

par conséqent, le polynôme D,R admet le même facteur au pre- 

r 

mier degré. On en conclut que les points de contact des tangentes 

m 

menées du point p à Za courbe proposée appartiennent à la pre- 
mière polaire de ce point. 

190, — Lorsque la courbe proposée a un point double a, 
sur la sécante pa deux points d'intersection se confondent; 
donc les points doubles de la courbe proposée appartiennent à la 
première polaire d'un point quelconque du plan. 

Transportons l'origine des coordonnées au point a et soient 
a=so et p=o, les équations des deux tangentes à la courbe ; 
l'équation de la «courbe sera de la forme 

La première polaire du point p, a pour équation 

lâ tangente en a à cette polaire est donnée par l'équation 
ou 

cette droite est conjuguée harmonique de la droite ap par rap- 
port aux deux tangentes en a à la courbe proposée. 

Les deux tangentes en a coïncident ; la polaire touche cette 
tangente double. 

191. — Lorsque la courbe proposée a un point multiple a 
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d'ordre n, sur la sécante pa coïncident n points d'intersection, et 
le polynôme R contient le facteur ( J ; donc un point mul- 
tiple d'ordre n est sur la première polaire un point multiple 
d*ordre n — i, sur la seconde polaire un point multiple d* ordre 
n — 2, etc. 

Supposons maintenant que le pôle p soit situé sur la courbe. 
La polaire du n' degré est définie par l'équation 



ou 



2i'V,^n4.2 r^{r — r,){r — r,) (r — r^) = o. 



Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point simple, 
sur chaque sécante un facteur r ^ est nul ; tous les termes qui 
contiennent ce facteur s'évanouissent, les autres admettent le 
facteur r — r, ou r; la polaire passe donc par le point p. Si la 
sécante devient, tangente à la courbe, un second facteur r^ de- 
venant nul, l'équation précédente admet le facteur r au carré, 
et par conséquent la tangente à la courbe est aussi tangente à 
la polaire. Ainsi toutes les polUires d*un point situé sur la courbe 
passent par ce point et sont tangentes à la courbe en ce point. 

Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point multiple 
d'ordre fc, sur chaque sécante k les facteurs r,, r,, .... r^ sont 
nuls; si n est plus petit que fc, l'équation de la polaire se réduit 
à une identité ; si n est égal ou supérieur à ft, l'équation de la 
polaire contient le facteur r*, d'où l'on conclut que le point p est 
aussi sur chaque polaire un point multiple d'ordre k. Les tan- 
gentes à la courbe proposée au point multiple sont aussi tan- 
gentes à la polaire. 11 est bon de remarquer que la polaire du 
degré k est un système de k droites ; savoir, les tangentes à la 
courbe au point multiple. Par exemple, la polaire conique d'un 
point double se compose de deux droites, les deux tangentes à 
la courbe. 
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REMARQUES SUR LA CLASSE d'uNE COURBE. 

192. — On obtient les points de contact des tangentes me- 
nées du point p à une courbe du degré m en cherchant les points 
où la courbe est coupée par la première polaire du point p ; la 
classe est donc au plus m{m — i). Mais l'existence des points 
multiples abaisse la classe. Si la courbe a un point double, la 
première polaire passe en ce point qui comptera pour deux points 
d'intersection; ainsi chaque point double abaisse la classe de 
deux unités. 

Lorsque les deux tangentes au point double a coïncident, la po- 
laire touchant la tangente double, le point a comptera pour trois 
points d'intersection ; ainsi un point de rebrou^sement abaisse la 
classe de trois unités^ 

Supposons que la courbe ait un point multiple a d'ordre fc; 
ce po'nt est sur la polaire un point multiple d'ordre k — i ; 
chaque branche de la polaire détermine sur la courbe k points 
d'intersection qui se confondent en a ; ce point comptera donc 
pour k{k — i) points d'intersection; ainsi un point multiple 
d'ordre k abaisse la clpsse de k(k — i) unités. 

CONDITIONS POUR QU*UNE COURBE AIT UN POINT DOUBLE. 

193. — Soit f{x^y^z) =o l'équation de la courbe en coor- 
données homogènes. Il faut que les trois équations du degré 

m — 1 

^J=o, T)J=o, 0,^=0, 

soient compatibles. L'équation résultante à laquelle on par- 
viendra par l'élimination de a?, j/, z sera du degré 3 (m — i)' 
par rapport aux coeificients ; car les équations précédentes étant 
du degré m — i , les coeificients de chacune d'elles entreront 
dans le résultat au degré (m — i)*, par conséquent le degré 

final de l'équation de condition sera 3(m — i)*» 

13 
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Cherchons, par exemple, la condition pour qu'une coinique 

se décompose en deux droites, c'est-à-dire ait on point double. 
Il faudra éliminer ^, y, t entre les trois équations 

kx + B"y + B'z = 0, 
A'y + Bz + B"x = o, 
k''z -i- B'x-Î- By = o; 

en égalant à aéro le déterminant, on obtient l'équation de con- 
dition 

AA'A" — AB» — A'B'* — A''B"» -f 2BB'B'' = o , 

qui est effectivement du troisième degré, 

194. — Si une courbe donnée a un point d'inflexion, en pre- 
nant ce point pour pôle, toutes les polaires passent par ce point. 
La polaire conique qui a alors trois points communs avec la tan- 
gente, se décompose nécessairement en deux droites, en sorte 
que la recherche des points d'inflexion de la courbe revient à 
celle des points pour lesquels la polaire conique se décompose 
en un système de deux droites. 

REOHERCHE DES POINTS D'iNFLEXION. 

195. — Supposons que le pôle p coifncide avec un point d'in- 
flexion de la courbe proposée ; si la sécante menée par le point p 
devient tangente à la courbe, trois points d'intersection coïn- 
cident, trois facteurs r^, r^, r, sont nuls, et l'équation 

^n4-i^H+, • ••• rjr^r,)(r^t\) (r — r.) î=3 o 

■ 

admet le facteur r'. Le point p est donc un point d'inflexion sur 
chacune des polaires. 
Si l'on considère en particulier la polaire conique, l'équation 
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précédente se réduisant à une identité, la tangente fait partie 
du lieu qii se décompose ainsi en deux droites. La recherche des 
points d'inflexion se ramène donc à la recherche des points dont 
les polaires coniques se décomposent en deux droites. La polaire 
conique d'un point dont les coordonnées sont x^^y y^^ z^ a pour 
équation 

{x'D\ + y'l}\ + 2*D*, + 2yzD\ , + 2zxD\ . 
+ 2xyD\ y ) f{x^ , 2/0 9 ^o) = o; 

en appliquant la condition trouvée précédemment pour que cette 
conique se décompose en deux droites et efiaçant l'indice zéro, 
on a l'équation 

(2) D\D\\)\ ~ D^DV)* - D\(D%,)' - \)\{D\Y 

Les points d'inflexion sont donnés par l'intersection de cette 
courbe du degré 3 (m — 2) et de la courbe proposée. Ainsi le 
nombre des points d'inflexion ne peut surpasser 3m (m — 2). 

196. — L'existence des points multiples réduit le nombre des 
points d'inflexion. 

Nous avons vu que la polaire conique d'un point double, 
comme celle d'un point d'inflexion, est un système de deux 
di'oites ; les points doubles de la courbe proposée appartiennent 
donc à la courbe (2) ; mais en outre, chacim d'eux est sur cette 
courbe un point double, car si l'on prend pour origine le point 
double et pour axes de coordonnées les deux tangentes à la 
courbe en ce point, l'équation de la courbe peut s'écrire, en 
coordonnées homogènes 

xyz'''~^ -f WjZ"*"^^ + -L- w^ = o. 

Les deux derniers termes dans l'équation (2) donnent la 
partie la plus élevée par rapport à z, et cett^ équation se met 



i 
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SOUS la forme 

(m — i)(m — 'i)xyz^'^'^ -J- VjS'**"' + .... = o. 

Par conséquent Torigine est un point double de cette courbe, 
et les deux tangentes en ce point sont les mêmes que celles de 
la courbe proposée. Pour ces deux raisons, la courbe (a) a six 
points communs avec la courbe en ce point ; donc chaque point 
double réduit de six unités le nombre des points d'inflexion. 

Lorsque les deux tangentes au point double coïncident, ce 
point est sur la courbe (2) un point triple. En effet, dans ce cas, 
en prenant ce point pour ori^ne, et pour axe des x la tangente 
en ce point, on peut mettre Féquation de la courbe sous la 
forme - 

y«2«-* -f «52"-»-f . ... + t/„ = O. 

Il est facile de voir que les deux termes 



D^D%D% - D\{D\^ 



s 



fournissent la partie la plus élevée en z dans l'équation (2) qui 
devient 

2(m— 1) (m — 2)D,=tt3yV"-' + t;^2'"»-*<* + = 1 

On voit ainsi que l'origine est un point triple. 

Deux branches sont tangentes à la droite y = , la troisième 
à la droite D'^w, = ; la dernière coupe la courbe proposée en 
deux points qui coïncident avec le point double, chacune des au- 
tres en trois points, ce qui fait en tout huit points d'intersec- 
tion ; le nombre des points d'inflexion est donc réduit de huit 
unités. 



CHAPITRE V. 



:É:tud.o des coiii'l>es clu. troisièiKi.e degré. 



197. -^ La meilleure classification des courbes du troisième 
degré repose certainement sur la considération de la classe de 
ces courbes. Nous avons vu dans la théorie des pôles et des 
polaires, quelle est l'influence des points multiples sur la classe 
d'une courbe; l'étude que nous en avons faite nous permettra 
de diviser nettement les courbes du troisième degré. 

On peut partager les courbes du troisième degré en trois caté- 
gories. 1^* Les courbes qui sont de la sixième classe, c'est-à-dire 
celles qui n'ont aucim point double. 2° Les courbes de la qua- 
trième classe, que nous di miserons en deux groupes, le premier 
contenant les courbes qui ont un point double ordinaire ou nœud, 
le second contenant celles qui ont un point conjugué ou isolé. 
3° Les courbes de la troisième classe, c'est-à-dire celles qui sont 
caractérisées par un point de rebroussement. 

Cette classification repose sur des propriétés fondamentales de 
la courbe. Une autre classification qui serait fondée comme celle 
des coniques, sur le nombre des branches infinies de la courbe, 
aursdt le désavantage de ne pas établir de différences caracté- 
ristiques, car la perspective les fait disparaître. 

DES FORMES D& l'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 

198. — Une courbe du troisième degré peut être représentée 
par l'équation : 

«Py — Jfca'PY == o. (i) 
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En effet, cette équation contient treize constantes, et comme 
neuf suffisent, on voit qu'une équation quelconque du troisième 
degré peut être ramenée à cette forme d'une infinité de manières. 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géomé- 
trique; elle signifie que le produit des distances d'un point quel- 
conque d'une courbe du troisième degré à trois droites fixes est au 
produit des distances de ce même point à trois autres droites fixes 
dans un rapport constant. De ces six droites, deu^x sont arbi- 
traires. 

Théophile. 

199. — Si une conique passe par quatre points fixes sur une 
courbe du troisième degrés la droite qui joint les deux autres points 
d'intersection passe par un point fixe situé sur la courbe. 
Soient a, 6, (;, d quatre points pris à volonté sur la courbe du 

troisième degré (fig. io5). Je mène par ces 
quatre points une conique quelconque, qui 
coupera la courbe en deux autres points m, n. 
Si a==o, P=o, a' = o, p' = o désignent les 
équations des côtés ab^ cd^ ftc, ad du quar- 
drilatère abcd^ la conique est représentée 
Fig. m. par l'équation 

ap — jka'p' = o. 

D'ailleurs l'équation dé la courbe du troisième defifré peut 
être mise sous la forme 

«pv — /c'a'p'Y' == o ; 

car la courbe passe déjà par les quatre points a, 6, c, d et les 
facteurs y, y', k contiennent cinq autres paramètres arbitraires. 
En cherchant les points d'intersection des deux courbes, on 
obtient l'équation : 




. j 
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L'équation 

k'y — ^'y' = 

est donc celle de la droite qui joint les deux points d'intersec- 
tion m et n. On voit que cette équation est satisfaite par : 

c est-à-dîre par les coordonnées d'un point fixe p situé sur la 
courbe. 

200. — Une courbe du troisième degré peut aussi être repré- 
sentée par r équation 

o?Y — A«'*y' === o ; (a) 

que Ton obtient en supposant que deux droites a'=:o, ^'=0 de 
la forme précédente coïncident. 

Cette équation contient onze constantes, de sorte qu une équa- 
tion du troisième degré peut y être ramenée d'une infinité de 
manières* L'une des cinq droites est arbitraire. Les trois droites 
qui ont pour équations : 

sont tangentes à la courbe, et leurs points de contact sont sur 
la droite représentée par a' = o. 

De cette forme résulte immédiatement un théorème que nous 
avons démontré en traitant des transversales : Si aux points où 
une droite quelconque coupe une courbe du troisième degrés on 
mène des tangentes^ les trois points où ces tangentes coupent la 
courbe sont en ligne droite. 

Réciproquement, si de trois points en ligne droite pris sur une 
courbe du troisième degré, on mène des tangentes à cette courbe, 
les points de contact de ces tangentes avec ta courbe sont trois à 
trois en ligne droite. 



200 



UVBE III. — CHAP. V. 



Tliéorèiiie de Maélaiirlii. 



201. — Si d^un point A pris sur une courbe du troisième degrés 
on mène des tangentes à cette courbe^ par les quatre points de con- 
tact a^ a,, a^, a^ passent trois couples de droites dont les centres 
c^fC,, c, sont situés sur la courbe^ et les tangentes en ces trois 
points passent par le point G où la tangente en Â rencontre la 
courbe. 
Ce théorème est une conséquence du précédent. Supposons que 

des trois points en ligne droite^ deux 
coïncident en A (fig. 106); menons les 
tangentes Aa, , Aa,, Aa,, Aa^ à la courbe; 
menons de même les tangentes Cc^, Ce,, 
Ce, à la courbe, il est clair que la droite 
c^Oj qui joint les points de contact des 
deux tangentes ka^^ Gc^ passe par un au- 
tre point a,, qui est le point de contact 
d'une tangente menée de A à la courbe. Il en est de même des 
droites c^a^y c^^^ c,(ij, ce qui démontre le théorème. 




Fig. 106. 



Tltéorèine. 



202. — Si Aj, A,, A5, A^ et B^, B,, B,, B^ sont deux faisceaux 
de tangentes ayant leurs sommets k et ^ en deux points de la 
courbe^ les droites qui joignent les points de contact des tangentes 
du premier faisceau aux points de contact des tangentes du se- 
cond se coupent deux à deux sur la courbe. Les tangentes aux 
points ainsi obtenus passent par un point fixe G, situé à rinter- 
section de la droite AB avec la courbe. 

Ge théorème n'est qu'une extension du théorème précédent. 
La démonstration est fondée sur le même principe. En eflfet, 
nous savons que les points de contact des tangentes menées des 
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points A, B, G, sont trois à trois en ligne droite; cela suflSt pour 
rendre la proposition évidente. 

203. — La droite qui joint les points de contact des droites A, 
et Bj passe par le point de contact de la droite G,, une des tan- 
gentes menées du point G à la courbe; supposons maintenant 
que les droites de chaque faisceau soient désignées de façon que 
la ligne joignant les points de contact des droites A, et B, passe 
au«si par le même point de contact, alors l'équation de la courbe 
sera de la forme 

«Py — o's = o , 

8=0 représentant la corde des contacts D, e=o, la droite AB. 
Mais on peut encore récrire, d'après ce qui précède 

a'p'Y — S'»e = o , 

8' = o représentant la nouvelle corde des contacts. 
On doit donc avoir identiquement 

Y(«P — «?) =:e(8' — o'2). 

Or le second membre se décompose en trois facteurs li- 
néaires, donc on doit retrouver ces facteurs dans le premier 
membre. 

La conique représentée par l'équation 

est circonscrite au quadrilatère formé par les droites A^, A, , B, , B,, 
et connue elle doit se réduire à un système de deux droites, 
l'une de ces droites est représentée par e=o; l'autre qui joint 
les intersections des droites A^, B, et A^, B^, sera représentée 
par Tune des équations 

8 + 8'=.o, 
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Enfin la droite G^ sera représentée aussi par Tune des équations 

6 — 8' = o, 
S + 8' = o. 

On voit ainsi que le point de contact de G^ est le sommet 
d'un faisceau harmonique formé des cordes de contact D et D', 
de la tangente G^ menée du point G à la courbe, et de la droite 
qui joint les intersections des tangentes A^ B, et A^, B^. Ces 
deux dernières droites sont les bissectrices des angles des cordes 
de contact. — Dans le cas du théorème de Maclaurin , où les 
points A et B coïncident, on a au point de ^contact de G ^ un 
faisceau harmonique formé des droites D, D*, G^ et de la droite 
menée du point A au point de contact de cette dernière. 

204. — Pour terminer ce qui est relatif à la forme 

nous ferons remarquer que si Ton éloigne la droite des contacts 
à rinfini, les droites dont les équations sont a=o, P = o,y=o 
deviennent les asymptotes à la courbe, et l'équation devient 

ce qui donne un théorème qu'on peut énoncer ainsi : 

Les trois points où les asymptote$ d'une courbe du troisième 
degré coupent la courbe sont en ligne droite^ et le rapport du 
produit des distances d'un point quelconque de la courbe aux 
asymptotes^ à la distance de ce même point à cette droite est 
constant. 

205. — Une courbe du troisième degré peut encore être re- 
présentée par l'équation 

aPY — A8» = , (3) 

qui renferme neuf paramètres arbitraires. Les trois droites dont 
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les équations sont a = o, p=o, y = o, sont les tangentes aux 
points d'inflexion de la courbe situés sur la droite 8 = 0. On en 
conclut qu'une courbe du troisième degré a au mdns trois 
points d'inflexion ; Tun au rï?oins est réel, car, si deux sont ima- 
ginaires conjugués, le troisième est réeL 

Mais cette forme est encore l'expression du théorème suivant : 
Le cube de la distance (f tin point de la courbe à la droite qui 
passe par trois points ^inflexion est dans un rapport con- 
stant avec le produit des distances aux tangentes aux trois 
points d'inflexion. 

206. — Voici encore une autre forme, qui a aussi rapport 
aux points d'inflexion 

a<r^ + /!»?' + rr' — doL^^ = 0. (4) 

Cette équation renferme neL-f constantes, dont trois servent de 
coefficients, on peut introduire deux de ces coefficients dans les 
polynômes linéaires a, p, y, et mettre l'équation sous la forme 

Chacune des droites a=o,p=o, y=o, passe par trois points 
d'inflexion. En effet, si l'on représente par une des racines 
imaginaires de l'équation 8' = 1, l'équation peut être mise sous 
la forme 

(rfa + p + y) (rf« + ^P + ^'y) [do^ 4- ^'P + ^ï) = (^' — i y y 

et l'on reconnaît que la droite a=o passe par trois points d'in- 
flexion réels ou imaginaires. Il en est de même des deux autres 
droites p=o et y=o. 

207. — Si dans la forme (3), on suppose que la droite 8=0 
passe par le point de rencontre des deux droites a==o, p = o, 
on obtient une équation de la forme 

apY~A(a + Xp)»=:o, (5) 
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qui ne renferme plus que huit constantes. Le point d'intersec- 
tion de ces deux droites est un point double, et ces droites sont 
les tangentes à la courbe en ce point. De plus la droite représen- 
tée par 

a + Xp = o. 

passe par un point d'inflexion, et la droite y= o est la tangente 
en ce point. Ainsi dans ce cas, la droite des contacts passe par 
un point double et par un point d'inflexion. Cette forme con- 
vient aux courbes de la quatrième classe. 

208. — Si dans la formule (3) on suppose que deux facteurs 
linéaires a,^ coïncident, on obtient l'équation 

a'Y — /^o» = o, (6) 

OÙ il n'y a plus que sept constantes. Cette forme convient aux 
courbes du troisième degré qui ont un point de rebroussement. 
La droite a =: o est la tangente double ; quant au point de re- 
broussement, il se trouve sur cette droite et sur la droite des 
contacts S = o. Il y a en outre un point d'inflexion situé sur 
cette drwte; l'équation y = o représente la tangente à la courbe 
en ce point. Cette forme convient aux courbes de la trobième 
classe. 

209. — L'équation générale des com*bes du troisième degré 
qui passent par sept points donnés est 

S + S'-|-A''S" = o. 

Dans cette équation. S, S', S" sont les premiers membres des 
équations des trois courbes particulières du troisième degré pas- 
sant par les sept points donnés. 

L'équation ne renfermant que deux constantes, on pourra, en 
donnant les coordonnées de deux points par où passe encore la 
courbe, déterminer k et k' au moyen de deux équations du pre- 
mier degré. — La courbe sera alors parfaitement déterminée. 



j 
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Parmi les courbes particulières passant par les sept points don- 
nés, on prendra les plus simples, par exemple la conique pas- 
sant par cinq des points donnés et la droite passant par les 
deux autres. 

POLAIRE HARMONIQUE D'uN POINT d'iNFLEXION. 

210. — On a vu que la polaire conique d'un point d'inflexion 
d'une courbe algébrique se décompose en deux droites dont l'une 
est la tangente au point d'inflexion. Ce résultat appliqué au troi- 
sième degré fournit un théorème analogue au théorème fonda- 
mental des polaires dans les coniques. 

Considérons un point p situé sur la courbe ; la polaire conique 
de ce point est le lieu des points pour lesquels on a la relation 



^{7--7)\?-?)='°' 



ou 



G-^)0-f)+(;4)H}+(7-r.)(~r.)=«. 

fj, r,, r, désignant les longueurs des rayons interceptées entre 
le pôle et la courbe. Cette relation peut encore s'écrire 



1.1.1 



11 1111 

r 7\ r r^ r r, 

OU 



7'j — r r^ — r r^ — r 



En supprimant le facteur commun r, et faisant f5=o il vient 



d'où 



r. — r . r, — r 

=o; 



i\ _ 1 i 



206 LIVRE m. — CHAP. V. 

C'est la relation qui définit le point conjugué harmonique p' 
du point p par rapport aux deux autres points d'intersection de 
la sécante et de la courbe. On en conclut que le lieu, du point 
conjugué harmonique d'un point p' situé sur la courbe est la po- 
laire conique de ce point. 

211. — Si le point p est un point d'inflexion, la polaire co- 
nique se ré(iuisant à deux droites dont Tune est la tangente à 
la courbe, le lieu est la seconde droite. Ainsi, le Heu du point 
conjugué harmonique d*un point d* inflexion est une ligne droite. 
Cette droite s'appelle la polaire harmonique du point d'in- 
flexion. 

La polaire conique d'un point p, par rapport à une courbe du 
troisième degré, a pour équation 

ou 

Si l'or met l'équation de la courbe sous la forme (n« 2o5) 

aPY - /^S' = o, 

l'équation de la polaire conique devient 

«oPï + Poï« + ïo«P — 3^5o5 = o. 

Lorsque le pôle coïncide avec un point d'inflexion (a^=o, \=o), 
cette équation se réduit à 

«(Poï + ïcP) = o ; 

elle représente deux droites, l'une est la tangente a = o au point 
d'inflexion, l'autre 

la polaire harmonique de ce point. On voit que la polaire har- 
monique d'un point d'inflexion n'est autre chose que la polaire 



J 
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harmonique de ce point par rapport au système des deux droites 
przzo, 7=0, tangentes aux deux autres points d'inflexion situés 
sur la droite 8 = 0. 

212. ^ — La considération de la polaire harmonique dans les 
courbes du troisième degré donne lieu à des théorèmes analogues 
à ceux que nous avons vus pour les coniques. 

Ainsi i"" les droites qui joignent les extrémités de deux rayons 
menés par le pôle se coupent sur la polaire. 

2^ Les tangentes menées aux extrémités d^un rayon passant 
pat le pôle se coupent sur la polaire. 

On sait que d'un point donné on peut en général mener six 
tangentes à une courbe du troisième degré. Les points de con-^ 
tact de ces tangentes sont situés sur la polaire conique du point 
donné. 

Si le point donné est d'inflexion, on n'en peut plus mener que 
trois; alors les points de contact sont sur une ligne droite qui 
est la polaire harmonique. 

Donc la polaire harmonique passe par les points de contact des 
trois tangentes menées du point d'inflexion. Si la courbe a un 
point double, on sait que la polaire conique passe par ce point. 
Par conséquent, ce point se trouve aussi sur la polaire harmo- 
nique. 

Tlié*rème. - 

213. — Si Tonjoint le point d^inflexion^ aux trois points a,b,c 
où une droite coupe la courbe^ les trois autres points a', b', c' 

d'intersection sont en ligne droite. 

En effet, les droites ab et a'b' se coupent 
sur la polaire harmonique? (fig. 107). Il 
en est de même des droites oc, aV; donc 
les trois points a\ b\ c' sont en ligne 
droite, 

Fig. 407. GoHOUAiRE. — 1* Si par le point d'tit* 

flexion p on mène une droite oaa' et les tangentes aux points où 
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cette droite coupe la courbe^ ces tangentes rencontrent la courbe 
en des points c, c' qui sont en ligne droite avec le point d'in- 
flexion. 

Il suffit de supposer que deux points a et 5 coïncident dans le 
théorème précédent. 

2** Les trois points d'inflexion réels d'une courbe du troisième 
degré sont en ligne droite. 

En supposant que les trois points a, 5, c coïncident, on voit en 
effet que les trois points a\ b\ cf coïncident aussi sur la droite pa. 

On voit en outre que les tangentes à deux quelconques des 
points d'inflexion se coupent sur la polaire harmonique du 
troisième. 

Théorème. 

214. — 5t par un point d'inflexion p on mine trois rayons 
qui rencontrent la courbe aux points a^ja,, b^, b,, c,,c„ toute 
courbe du troisième degré passant par les sept points p, a^ a,, bp 
b,, Cj, c, admet le point p pour point d'inflexion. 

Eu eflet, les trois rayons qui partent du point p rencontrent 
la polaire harmonique en trois points a^ b^ c; ces trois points 
appartiennent à la polaire conique du point p relativement à 
chaque courbe passant par les sept points. Cette conique se dé- 
compose donc en deux droites et le point p est un point d'in- 
flexion. 

215. — Nous avons vu que le nombre des points d'inflexion 
d'une courbe de degré m est au plus 3m (m — 2) ; par conséquent 
une courbe du troisième degré a en général neuf points d'in- 
flexion, dont trois réels au plus. Si on joint l'un d'eux à quatre 
autres, on a quatre droites sur lesquelles se trouvent les quatre 
derniers. Si une courbe du troisième d-ggré est décrite par ces 
neuf points, elle admet ces neuf points pour points d'inflexion. 

Le nombre total des droites qui joignent les points d'inflexion 
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est facile à obtenir ; car, des droites qui passent par trois points 

V 

d'inflexion, quatre passent par chaque point ; donc leur nombre 
est ^ ^ = 12. 

o 

RÉDUCTION DE L*ÉQUÀTION GÉNÉRALE DU TROISIÈME DEGRÉ 

A UNE FORME SIMPLE. 

216. Nous avons vu que toute courbe du troisième degré 
a au moins un point d'inflexion réel ; soit p ce point et P 
sa polîdre harmonique. Si on rejette à Tinfini le point p et la 
tangente I en ce point, on aura un système de cordes parallèles 
divisées en deux parties égales par la polaire harmonique. On 
pourra effectuer cette transformation au moyen des diverses 

méthodes que nous avons exposées. Si 
on se sert de Fhomologie, il faudra pren- 
dre un axe d'homologie parallèle à la 
tangente au point d'inflexion. Cela re- 
vient, comme nous avons vu, à faire une 
perspective de la figure, sur un plan pa- 
Fig. 108. rallèle au plan mené par le point de vue 

et la tangente I au plan p (fig. 108). 

Prenons dans le plan du tableau deux axes de coordonnées, 
la polaire harmonique pour axe des x et une parallèle aux 
cordes pour axe des y. L'équation ne devant contenir que la 
seconde puissance de y, sera de la forme 

(Aa? + B)y« + Ca?" + Dar« + Ex + F = o. 

D'ailleurs il ne peut y avoir d'asymptotes situées à une 
distance finie, car la droite I ne rencontrant la première courbe 
qu'au point p, les tangentes aux points à l'infini sont rejetées à 
l'infini. 

On a donc A = 0, et 1* équation de la courbe devient 

y* =: Ax^ -f. Ba?' + Cx' + D. 

14 
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Cette forum fepré^ent^ des courbes (Jites pora^oligt^^ qui se 
eomposeut de branches iufiuies sans asymptotes* Toutes les 
courbes du troisième- degré peuvent être regardées comme les 
perspectives de ces courbes. 

Étudions maintenant la forme de ces courbes. 

217. — On peut supposer le coefficient A positif, sans quoi 
on changerait le sens de Taxe des x. La discussion de la courbe 
donne trois dispositions particulières qui peuvept rentrer dans 
la division générale des courbes du troisième degré, que qoug 
avons indiquée au commencement du chapitre. 

i** Courbe» de la siçpième classe. — 0» peut les diviser m deux 
espèces, suivant qije le polynôme du troisième degré en a? a 
toutes ses racines réelles et inégales, ou une réelle seulement. 

Soient a^ 6, c, les racines de ce polynôme égal à zéro, on peut 
écrire ; 

^= k{x — a)[x — b)[x — c). 

Siq[)poâons ces racines réelles, et soit a <h<c. Ou obtient une 
première espèce de courbe (fig. 1 09) qui se compose d'une boucle 

ou ovale, et de deux branches infinies; 

on voit, en effet, que Tordcmnée est ima- 

_ ginaire quand x varie de — 00 à a, réelle 

quand x varie de a à 6, imaginaire quand 

X varie de 6 à c, et réelle quand x varie 

Wg. m, ' de c à -(- 00 . D'un point extérieur, on 

peut mener six tangente, dcmt deux à l'ovale. --Cette première 

espèce possède trois points d'inflexion réels dont un est à l'infini. 

On obtient la sieconde espèce en supposant deux racines 6 et c 

imaginaires. Dans ce cas, l'ordonnée est imagi- 
naire quand x varie de 00 à a, et réelle quand x 
varie de a à l'infini. La boucle disparaît (fig. 110), 
et il ne reste que deux branches infinies symé- 
triques de côté et d'autre de l'axe des x. — Il 
Fig. «*o. y ^ également trois points d'inflexion réels 
comme précédemment. 
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Fig. m. 



2* Courbes de la quatriènte classe. — On obtient cette variété 

de courbes en supposant que le polynôme du 
troisième degré a deux de ses racines égales^ 
Elle se divise encore en deux espèces suivant 
que cette égalité a lieu entre les deux plus pe- 
tites ou les deux plus grandes. Si a = 6, on 
obtient un point isolé et deux branches infi- 
nies. Il y a trois points d'inflexion réels (fig. m). 

Si 6 = c, la boucle se joint au reste de la courbe (fig. 112) ; 

on a ainsi un point double et deux branches 
infinies. Cette espèce n*a qu'un point d'in- 
flexion : il est à l'infini. 

3° Courbes de la troisième classe. — Si 
enfin les trois racines sont égales, la 
courbe présente un point de rebrousse- 
ment et affecte la forme indiquée dans 
la figure 1 1 5 ; comme précédemment il 
n'y a qu'un point d'inflexion qui est 
à l'infini. 

Fig. 113. 




Fig. 112. 




GÉOMÉTRIE DANS L ESPACE. 



LIVRE IV. 



SlimFACES DU SECOND DEOKE. 



CHAPITRE I. 



Pôles et plaïui polaires. 



RAPPORT ANHARMONIQUE. 

218. — L'extension des théorèmes qui ont été donnés en géo- 
métrie plane pour le rapport anharmonique des faisceaux de 
droites, au rapport anharmonique des faisceaux de plans se fait 
sans difficulté. Ainsi : 

Le rapport anharmonique des quatre points déterminés sur une 
droite quelconque par un faisceau de quatre plans passant par 
une même droite est constant. 

Considérons, en effet, deux sécantes, et par chacune d'elles 
faisons passer un plan ; ces plans couperont chacun le faisceau 
de plans suivant un faisceau de droites dont le rapport anhar- 
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monique est égal à celui de la sécante par laquelle passe le plan. 
Mais les deux faisceaux de droites ainsi déterminés ont une 
sécaiité d^mrtiune, qiii est la droite d'interseetion de îeui's pians ; 
leur rapport anharmonique est donc le même, et, par suite aussi, 
le rapport anharmonique des quatre points situés sur Tune des 
sécantes est égal au rapport anharmonique des quatre points 
situés sur l'autre. 

Ce rapport anharmonique constant des quatre points déter- 
minés sur une sécante quèlcontjiie jJar un faisceau de quatre 
plans, est dit le rapport anharmonique du faisceau. 

Lorque le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans 
est égal à — i , les plans sont dits former un faisceau harmo- 
nique. 

219. — Systèmes homographiques. — Involution. — Deux fais- 
ceaux, dans lesquels les plans se correspondent d'une manière 
déterminée, sont dits homograptîques, lorsque le rapport anhar- 
monique de quatre plans quelconques du premier faisceau est 
égal au rapport anharmonique des (Juatre plans correspondants 
du second. 

Si deux faisceaux homographiques ont le même axe, c'est-à- 
dire passent par la même droite et que deux plans a et o' soient 
conjugués réciproques^ c'est-à-dire tels que a considéré comme 
appartenant au premier faisceau ait pour correspondant a' dans 
le second, et que a! considéré comme appartenant au premier 
faisceau ait pour correspondant a dans le second, tous les plans 
seront conjugués deux à deux et ce système sera dit en invo- 
lution. 

Cela résulte immédiatement de ce que le système des deux 

faisceaux est coupé par une droite en un système de points en 

■» 

involution. 

Ddns un fisûsceau en involution, il } a àeviK plans doubles cor- 
respondants aux deux points doubles du système de points en 
inydlution sur la sécante. 
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Oeut pl&îlâ ôôâjugaés forment âv^ lesl detii f^làtis dottblés uti 
faisceau harmonique. 

Il n'y a plus rien de correspondant, dans les faisceaux en invo- 
lution, au centre d'involutioii dans les systèmes de points en 
involution sur une droite. 

PÔLE ET PLAN POLAIRE. 

* 

220. -^ Êquàtiofk du plan tangent â une surface. ^^ Nous 
savons» que te plan tângeM en un point Xi y^ » d'une snrfaGe 
quelconque 

f{x, y, z) = o 
a pour équation 

(X-x)r,+ (Y-î,)r,+ (Z-z)A=:o. 
L'équation de là surface peut s'écrire 



r(f, ?, 9=«. 



si ^ est égal à i , ou encore sî Ton multiplie par r, m étant le 
degré de l'équation 

Mais alws f est une fonction homogène du degré m par rap- 
port aux lettres a?, y, js, <; on a donc identiquement, d'après le 
théorème des fonctions homogènes, 

et comme le ptânt oo, {/, s est un poin^ de la surface, on a 

xr.+yry+zf\=-trr 

Si l'on substitue dans l'équation du plan tangent, en rempla* 
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çaait t par T pour symétrie d'écriture, T étant du reste égal à i 
comme ^ cette équation devient 

221. — Forme particulière de V équation du plan tangent pour 
les surfaces du second degré. — Si fix^y^z^t) est une fonction 
homogène du second degré, f «, f y, f ., f^ seront des fonctions 
homogènes du premier degré en a?, y, «, ^ et comme /*'«,= /*'^, 
si Ton forme un tableau des coeflScients des dérivées f^^ f^^ 
f,, ft ordonnées par rapport aux lettres Xy y, z, f, ce tableau 
sera symétrique par rapport à la diagonale. 





X 


y 


z 


t 


n 




V 


Y 


s 


f'y 


p 


p' 


y 


8' 


r. 


Y 


y 


Y" 


S" 


r. 


8 


8' 


S" 


l" 



De cette symétrie résulte l'identité 

^r. + y/; + ^A + ^A = ^A' + y A' + ^ A' + tf\„ 

car dans les deux membres le coefficient de j/js est y 

(Il est évident que la démonstration de cette identité s'applique 
à une fonction homogène du second degré à un nombre quel- 
conque de variables). 

Il résulte de cette identité que l'équation du plan tangent à 
une surface du second degré, en un point x\ y', js', peut se 
mettre sous la forme 

^'A + yrv+^'A+''A=o- 
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222. — Plan de contact relatif à un point* — Par un point 
extérieur à une surface, on peut mener une infinité de plans 
tangents à cette surface; l'enveloppe de ces plans est un cône 
circonscrit à la surface. Si x^y^z est un point de contact de ce 
cône, le plan tangent à la surface doit passer par le point con- 
sidéré x\yffZ'; on a donc les équations 

f(^j y, h = 0, 

pour déterminer la courbe de contact. 

Il résulte de* là, que pour une surface du second degré, la 
courbe de contact relative à un point est dans un plan dont Té- 
quation s'obtient en écrivant l'équation du plan tangent comme 
si ce point était sur la surface. 

223. — Classe d'une surface. — Par une droite on peut mener 
un nombre limité de plans tangents à une surface ; ce nombre 
définit ce qu'on appelle la classe de la surface. 

Il est facile de déterminer quelle est , en général , la classe 
d'une surface de degré m. Les plans tangents qu'on peut mener 
à cette surface par une droite donnée sont , en effet , les plans 
tangents menés par cette droite au cône ayant pour sommet un 
de ses points et circonscrit à la surface. Mais le cône circonscrit 
à une surface a pour directrice la courbe de contact relative à 
son sommet, courbe qui résulte de l'intersection de la surface 
proposée par la surface représentée par l'équation 

^r. + î/A + ^'A+ ^'A = o. 

Cette équation est du degré m — i , la directrice du cône est 
donc en général du degré m {m — i), et par suite il en est de 
même du cône. 

. Or le nombre des plans tangents que l'on peut mener à un cône 
du degré m {m — i) par une droite passant par son sommet est 
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égal au nombre dd tangentes que Ton peut mener d*un point 
à une courbe plane du môme degrés Le nombre cherché, et 
par suite ^ la classe d' une surface de degré fn est âonc^ m 
général, 

m(m— i)[m(m-^ i)— i]. 

224. — On appelle plan polaire d'un point par rapport à une 
smface du second degré, le lieu de son conjugué harmonique, 
sur les sécantes menées de ce point, par rapport à leurs points 
d'intersection avec la surface. 

Inversement un peint est le pôle de son plan polaire. 



Théorème t. 



Le plan polaire d'un point par rapport à une êurface du second 
degrés est le plan de contact relatif à ce pointé 

Cek résulte immédiatement de ce que, â par le point consi- 
déré cm mène un plan quelconque, Tintersection du lieu cher- 
ché par ce plan est la corde de cont«jt relative au pwnt par 
rappoirt à la section. 

On peilt encore dêmontref ce théorème par le ciâlcul suivant, 
analogue à celui qui a été etnployé en géométrie plané : 

Soit f{x,y,z) = o Téquation de la suî-face; 4ro,yo,^o le poin 
considéré P. Par le point P on mène une sécante quelconque 
dont les équations sont 



La valeur commune r de ces trois rapports exprime comme 
on ssdt la distance d'un point quelconque x,y,z de la sécante 
au point 'xo, yp, z,, ou P, Si x, y, z désignent en particulier les 
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pointa de rencontre de là. sécante avec la surface^ on aura 

A(a^e + «^, yo -t- ^r, 2o + T»-) = o 
OU 

o o o / 

A étant une fonction de a,p,Y. Cette équation donne les distances 
r', r^' du point P aux points de rencontre de la sécante avec la 
surface. Mais si r désigne la distance du point P au point du 
lieu situé sur la sécante, on a 



1 



et par suite, 



CôriiiM lé ploîtlt dû lieu est situé Srlr là sécante, on a otr = aï — x^y 
Pr = î/— î/o, Y**=^ — ^0, et par siiite l'éqtiâtioii du lieu 
est 

(x-'X^)fx, + (y'^y,)fy, + {z — z,)fz, + af{x,, y^i z,) = o. 

Si Pon introduit dans la fonction f la lettre i, qui rend cette 
fonction homogène et que nous supposerons égale à i , on a , 
d'après le thèotêiùe des fonctions homogènes, 

o o o u 

s l'on substitue dans l'équation précédente, elle derient 

xf,-\-yf\-\-zf.-\-tr,=o, (I) 

ce qui prouve que le lieu cherché, ou le plan polaire du point P, 
esfr bien le plan de contact relatif à ce point. 

22&. — Le pôle d'un plan dont l'équation est 

Aa? + By + C« + D = o 
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est le point o^o^yoï^o dont le plan polaire a pour équation Téqua- 
tion précédente; mais, comme le plan polaire du point x.^yo^z^ 
est représenté par l'équation (i), l'identification donne, pour 
déterminer a?o,yo>^o, les trois équations du premier degré 
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Tliéorèiiie II. 



226. — Le plan polaire d'un point par rapport à une surface 
à centre est parallèle au plan diamétral conjugué du diamètre 
qui passe par ce points et ce diamètre est moyen proportionnel 
entre les distances du centre au pôle et à son point de rencontre 
avec le plan polaire. 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème analogue en 
géométrie plane par des considérations identiques à celles qu'oy 
a employées au commencement du n* 224. 

Il résulte de là que, dans le cône , un point a pour plan po- 
laire le plan diamétral conjugué du diamètre qui passe par ce 
point ; par suite, si un angle trièdre (ayant pour sommet le som- 
met d'un cône est réciproque^ c'est-à-dire tel qu'un point d'une 
arête ait pour plan polaire la face opposée, les trois arêtes de ce 
trièdre formeront un système de diamètres conjugués du côn£. 

Si l'on coupe un cône par un plan, les points détermmés par 
ce plan sur un angle trièdre réciproque par rapport au cône, 
seront les sommets d'un triangle réciproque par rapport à la 
section. 

Réciproquement, les trois droites qui joignent un point qwJr 
conque aux sommets d*un triangle réciproque par rapport à une 
conigtfe, forment un angle trièdre réciproque par rapport au cône 
ayant même sommet et ayant pour base la conique considérée. Par 
conséquent, ces trois droites forment un système de diamètres 
conjugués du cône. 
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227. — Dans les surfaces dépourvues de centre, le plan po- 
laire d'un point est parallèle au plan tangent à la surface au 
point où elle est rencontrée par la parallèle à Taxe menée par 
le point considéré, et le point de contact est, sur cette droite, 
à égale distance du pôle et de son plan polaire. Gela résulte de 
ce que tout plan mené par la parallèle à Taxe qui passe par le 
pôle, coupe la surface suivant une parabole. 

228. — De la définition même du pôle et du plan polaire, il ré- 
sulte que le pôle d'un plan passant par un point est sur le plan 
polaire de ce points et que, réciproquement, le plan polaire d'un 
point situé sur un plan passe par le pôle de ce plan. 

Théorème m. 

Si par un point p on mène une sécante quelconque, les plans 
tangents à la surface aux points où elle est rencontrée par la 
sécante^ se coupent suivant une droite située dans le plan polaire 
du point p. 

Si, par la sécante, on fait passer un plan quelconque, son 
pôle sera, en effet, situé sur l'intersection des deux plans tan- 
gents, puisque c'est le sommet du cône circonscrit à la surface 
suivant la courbe d'intersection ; et, diaprés ce qui précède, ce 
point est situé sur le plan polaire de p. 

Théorème IV. 

229. — Lorsqu'un plan tourne autour d'une droite A, son pôle 
décrit une droite B. 

Soient, en effet, p et g deux points de A ; leurs plans polaires 
P et Q se coupent suivant une certaine droite B ; un plan quel- 
conque passant par A contient les deux points p et ç, son pôle 
est donc à la fois situé sur les plans P et Q, et par suite sur leur 
intersection B, 



r 
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Réciproquement, $i un point décrit une droite B, son plan 
polaire passe par une droite fixe A. 

La droite B étaat Tintersection des deux plans P et Q, le plan 
polaire d'un quelconque de ses points passe, en eflbt, par les 
pôles jp et g de ces plans, et par suite par la ligne A qui les joint. 

Les d^ux lignes A et B, telles que les plans polaires des 
points de chacune d'elles passent par l'autre, sont dites con- 
juguées. Chacune d'elles est la corde de contact des plans tan- 
gents menés par l'autre à la surface, parce que ces plans sont les 
plans polaires de le^rs points de contact. 

Tltéorème T. 

230. — Si k etB sont deux droites conjuguées^ chacune d'elles 
est dans le plan diamétral conjuguée à la direction de Vautre. 

La droite B est, en effet, située dans le plan polaire du point 
situé à l'infini sur la droite A, et ce plan est le plan diamétral 
conjugué de la direction de cette droite. 

Tbéorème Tl. 

281. — Si une transversale rencontre deux droites conjuguées A 
et B aux points a et b, les points jn et m', où elle perce la sur- 
facey sont conjugués harmoniques par rapport d a et b. 

Ce théorème résulte de ce que le plan polaire du point a con- 
tient la droite B et, par suite, le peint 6. 

Tliéorème WWË. 

282. — Si deux plans V et Qse coupent suivant une droite A, il 
g a deux points qui ont même plan polaire par rapport à la sur- 
face et par rapport au système des deux plans. Ces deux points 
sont situés sur la droite B conjuguée de A par rapport à la sur^ 
face. 
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Si un point m a môme plan polaire par rapport à la sur&ce 
et au système des deux plans, son plan polaire pas6^ra par la 
droite A, et par suite ce point sera situé em* la droite conjuguée 
de A par rapport à la surface. Pour qu'un point de cette droite B 
ait même plan polaire par rapport à la surface et au système 
des deux plans, il faut et il suffit qu'il ait même conjugué har- 
monique par rapport aux deux points d'intersection de B avec 
la surface et par rapport aux deux points d'intersection de la 
même droite avec les plans P et Q ; or il n'existe sur B que 
deux pareils points, qui sont les points doubles da l'involution 
ayant pour points conjugués les deux points d'intersection avec 
la surfaxîe, et aussi les deux points d'intersection avec Pet Q. 

Tliéorèiiie THI. 

233. — Par l'intersection d'uns surface du second degr^ 
et de deux plan«, on peut faire pqssçr deuaç ct^nei fiu second 
dfigrég 

Si un cône passe par l'intersectiou de la surface et des deux 
plans, son sonwnet a i^êipe plan polaire par rapport è, la surface 
et par rapport au système des deux pl^s ; car toutes les générar 
trices du cône coupent la surfîace et le systèj»e des deux plans 
aux mêmes points, et, par suite, rencontrent les plains pojaires 
du sommet, par rapport à la surface et par rapport au système 
de sdeux plans, aux mêmes points; d'où il résulte que ces plans 
se confondent. 

Si donc on peut faire passer des cônes par l'intersection con- 
sidérée, ils auront pour sommets les deux points que nous 
avons déterminés dans le numéro précédent. Mais il est facile 
de voir que le cône qui apour sommet l'un de ces points, et pour 
base l'intersection de la surface par l'un des plans, passe par 
l'intersection de la surface et de l'autre plan. En effet, le second 
point d'intersection d'une génératrice quelconque de ce cône 
avec la surface, et le point d'intersection de cette génératrice 
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avec le second plan, sont tous deux le conjugué harmonique du 
premier point d'intersection avec la surface, par rapport au 
sommet et au point d'intersection avec le plan polaire de ce 
sommet. • 
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234. — Surfaces polaires réciproques. — Si Ton prend les 
plaiis polaires des différents points d'une surface, par rapport à 
une surface du second degré, ces plans envelopperont une sur- 
face qui est dite la surface polaire de la surface considérée. 

Une surface et la surface polaire correspondante sont réci- 
proques, c'est-à-dire que si A a pour surface polaire B, récipro- 
quement B a pour surface polaire A. Si nous preions, en effet, 
trois points sur A, à ces troîs points correspondent troisr plans 
tangents à B, qui sont les plans polaires de ces trois points; l'in- 
tersection de ces trois plans aura pour plan polaire le plan des 
trois points. Mais si ces trois points se rapprochent indéfini- 
ment, leur plan devient un plan tangent à A ; en même temps, 
les trois plans tangents à B se rapprochent aussi indéfiniment, 
et leur point d'intersection devient un point de B qui aura, par 
suite, pour plan polaire un plan tangent à A; A est donc la sur- 
face polaire de B. 

235. — Lignes conjuguées. — Dans une courbe donnée A 
inscrivons une ligne polygonale, et prenons les droites conju- 
guées des différents côtés ; ces droites se couperont aussi deux 
à deux et formeront une seconde ligne polygonale, qui aura pour 
limite une courbe B, quand on augmentera indéfiniment le nombre 
des côtés. Les deux courbes A et B dont les tangentes sont con- 
juguées sont dites elles-mêmes des lignes conjuguées. 

Chaque point de la courbe A a pour plan polaire le plan oscu- 
lateur à la courbe B, ou le plan tangent à la surface dévelop- 
pable dont la courbe B est l'arête de rebroussement. 
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Considérons la ligne d'intersection A de deux surfaces ; chaque 
point commun aux deux siu*faces a pour plan polaire un plan 
tangent commun aux deux surfaces polaires réciproques ; ces 
plans tangents communs enveloppent la surface développable 
dont r arête de rebroussement est la courbe B conjuguée de A. 
Lorsque plusieurs surfaces passent par une même ligne A, leurs 
surfaces polaires sont inscrites dans une même surface dévelop- 
pable ayant pour arête de rebroussement la ligne conjuguée B. 

Supposons que la ligne A soit plane et située dans le plan P ; 
les droites conjuguées des tangentes à la courbe A passeront 
toutes par le pôle p du plan P et formeront autour de ce point 
une surface conique. Dans ce cas la ligne conjuguée B se réduit 
à im point p. 

Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne plane A, 
les surfaces polaires sont inscrites dans une même surface 
conique. 

236. — Étant données deux surfaces polaires réciproques^ la 
classe de Vune est égale au degré de Vautre. En effet, soit m le de- 
gré de la première surface ; une droite quelconque A la rencontre 
en m points ; à ces m points correspondent m plans passant par 
la droite conjuguée B et tangents à la seconde surface. Récipro- 
quement chaque plan passant par la droite B et tangent à la 
seconde surface correspond au point de la premièr.e surface situé 
sur la droite A. 

Une surface du second degré, étant de la seconde classe, 
admet pour surface polaire réciproque une surface du second 
degré. 

237. Propriétés corrélatives. — Lorsqu'une proposition sur 
des lignes et surfaces aura été démontrée, et qu'il n'entrera dans 
son énoncé que des relations de position, ou des rapports an- 
harmoniques, en prenant les figures polaires réciproques, on 
sera conduit à un nouveau théorème, qui sera dit le corrélatif 
du premier, 

15 
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238. — Tbansfoumations hojmiographiques, — Le mode de 
transformation des figures, que nous avons étudié dans la pre- 
mière partie sous le nom d'homographie^ s'applique encore aux 
figures dans Fespace. Dans ce mode de transformation, les 
coordonnées d'un point x\ y\ z' de la figure transformée, qui 
correspond à un point a:, j/, js de la figure proposée, sont don- 
nées par des expressions de la forme 

^-.L M N 

dans lesquelles L, M, N, P désignent des fonctions linéaires des 
quantités Xy y, z. De sorte qu'à une surface quelconque corres- 
pond une surface de même degré, la transformation ne pouvant 
ni élever ni* abaisser le degré. * 

Dans ce mode de transformation, toutes les propriétés descrip- 
tives de la figure proposée subsistent évidemment dans la figure 
transformée. A un système de points en ligne droite, correspond 
un système de points en ligne droite et homographiques, de sorte 
que toutes les propriétés métriques qui ne dépendent que du 
rapport anharmonique subsistent encore dans la figure trans- 
formée. 

Dans la transformation générale entrent quinze coefficients dis- 
tincts; on pourra donc se donner arbitrairement onze conditions 
auxquelles doit satisfaire le système transformé. C'est l'introduc- 
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tion de ces conditions arbitrsdres dans la figure transformée qui 
permet à T homographie de simpUfier les théorèmes en réduisant 
la démonstration à des cas particuliers qui suffisent^ d'après la 
théorie que nous venons d'indiquer, pour démontrer le théo- 
rème dans toute sa généralité. Par exemple, s'il entre dans la 
figjire primitive une surface du second degré et un système 
quelconque de points, de droites et de plans, on pourra faire 
correspondre à la surface une surface quelconque du second de- 
gré, et en même temps faire correspondre à deux points quel- 
conques de la première figure deux points quelconques de la 
seconde. En particulier, on peut faire correspondre à là surfiice 
une sphère. 

239. — Comme exemple des transformations homographiques, 
prenons ce théorème de géométrie : 

Dans une sphère^ le lieu des milieux des cordes passant par un 
point fixe est une sphère passant par ce point et le cercle de con- 
tact relatif à ce point. 

Si on le transforme homographiquement, en ayant soin de 
remarquer que deux sphères se coupant suivant deux plans dont 
l'un est à Tinfini, et en remarquant en outre qu'à l'infini cor- 
respond un plan dans la figure transformée, et que par suite au 
miUeu d'une corde correspondra dans la figure transformée le 
conjugué harmonique du point de rencontre de la corde cor- 
respondante avec le plan qui correspond à l'infini, on aura 
le théorème suivant : 

Le lieu des points conjuguées harmoniques^ par rapport à une 
surface du second degrés des points de rencontre avec un plan fixe 
des sécantes passant par un point donnée est la surface du second 
degré passant par le point donné et coupant la première suivant 
deux courbes planes^ dont les plans sont le plan polaire du point 
donné et le plan fixe. 

SUR UN SYSTÈME PARTICULIER DE COORDONNÉES. 

240, — Dans toutes les questions où entrent des systèmes de 
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diamètres conjugués d'une surface, Thomographie, en permet- 
tant de remplacer cette surface par une sphère, introduira des 
simplifications notables dans la solution de la question. Il est un 
moyen bien simple d'effectuer cette transformation, qu'on peut 
employer dans ces sortes de questions, comme artifice de calcul, 
sans parler de l'homographie. Si la surface, dans laquelle on a 
à considérer des systèmes de diamètres conjugués, est un ellip- 
soïde, et que l'on prenne pour axes des coordonnées ses propres 
axes, son équation est de la forme 

X* y* 2* 

? + 6^ + ?^'- 

Nous transformerons cet ellipsoïde en sphère par les formules 
homographiques 

X = ax\ y = iy', z = ez', 

et la sphère correspondante aura pour rayon l'unité. Les coor- 
données d'un point quelconque de cette sphère seront donc les 
cosinus des angles que fait avec les axes coordonnées le diamètre 
passant par ce point. Si l'on ne veut pas parler de l'homo- 
graphie, on peut se contenter de dire que x\ y\ i sont un sys- 
tème particulier de coordonnées dans lequel les conditions qui 
expriment que les diamètres qui passent par trois points de la 
surface sont conjuguées, sont les relations qui expriment que les 
nouvelles coordonnées de ce point sont les cosinus des angles 
que font avec les axes trois directions rectangulaires. Voici quel- 
ques exemples de l'emploi de ces coordonnées. 

PFoMèiue. 

241. — TVowrcr k lieu des sommets des triedres dont les faces 
sont parallèles à un système de plans diamétraux conjugués d'un 
ellipsoïde À et tangentes à un second ellipsoïde B. {Concours géné- 
ral, 1860.) 



J 
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Prenons pour axes des coordonnées les axes de T ellipsoïde A 
et soit alors 

? "^ ^ "■" c« "" ^ 
son équation. Soient a\ b\ c' les axes de Tellipsoïde B, 

X = OLX' -\- ay -\- a"z', 

(i) y = p^'+py+ pv, 

les formules de transformation qui servent à passer des axes 
que nous avons choisis à ceux de B. 

Nous prendrons pour coordonnées d'un point les quantités 
X, |x, V unies aux coordonnées anciennes par les relations 

Si )^, |x, v; V, \t.\ v'; \'\ p.", v" sont les -coordonnées des extré- 
mités de trois diamètres conjugués de A, il y aura entre ces quan- 
tités les six relations qu'il y a entre les cosinus de trois direc- 
tions rectangulaires. Les plans tangents à A aux trois points 
considérés sont parallèles à un système de plans diamétraux 
conjugués de cet ellipsoïde. Les plans tangents à B parallèles à 
ces plans ont pour équations 



(^) 



— + -^ -f — = v^a'«L» + Ô^M* + c'*N* , 
abc 

— + ^ + — = v^û'*L'» + 6'W»+c'W, 
abc 

— + S^ + — = s^a'^U'+b"M''+ c'nN"S 
abc 



L, M, N, étant les coefiBcients de x\ t/, 2' dans le premier mem- 
bre de la première de ces équations , lorsqu'on y substitue les 
valeurs de a?, y, z fournies par les relations (1); et de même pour 
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L', M', On a donc 

a a Y a' 3' y' a" B" v" 

aô c abc a b ^ c 

U=v" + ijl'^+v'Ï,M'= , N'= 

a ' ^ b c 

abc 



Si Ton ajoute les équations (2) élevées respectivement au carré, 
il vient, en tenant compte des relations qui existent entre les 
paramètres X, [x, v, 



+ (/' 



V^ + "^ + 7^j' 



C'est Téquatlon du lieu cherché qui est un ellipsoïde semblable 
à Tellipsoïde A. 

Remarque. — Les équations (1), jointes aux relations qui exis- 
tent entre les paramètres ne font que neuf équations, et comme 
il y a neuf paramètres, il semble au premier abord que le som- 
met du trièdre est arbitraire; mais ces équations ne sont com- 
patibles qu'autant que Téquation que nous avons obtenue pour 
le lieu cherché est remplie, et alors on voit que chaque point 
du lieu est le sommet d'une infinité de trièdres satisfaisant aux 
conditions de l'énoncé. 

Le nombre de conditions que fournit l'énoncé semble donc, 
à priori^ indiquer qu'un point quelconque de l'espace fait partie 
du lieu ; l'existence du lieu est due à une particularité analy- 
tique des équations qui expriment ces conditions. Il serait donc 
plus exact de poser la question comme un théorème que comme 
un problème. La même particularité se présentera dans l'exem- 
ple suivant. 
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ProMème. 

242. — Par un point d!une surface du second degré y on mène 
trois droites parallèles à un système de diamètres conjugués d*un 
ellipsoïde^ et par les seconds points d'intersection de ces droites 
avec la surface on fait passer un plan. Ce plan passe par un 
point fixe. 

Prenons pour origine le point fixe, que nous pouvons supposer 
être en même temps le centre de l'ellipsoïde, puisque d'après 
l'énoncé on peut déplacer cet ellipsoïde parallèlement à lui- 
même sans changer le lieu. Prenons aussi pour axes de coor- 
données les axes principaux de l'ellipsoïde. 

Pour résoudre la question , nous couperons la surface par 
un plan 

(i) «zr+py4- Y2=?=§, 

et nous chercherons la relation qui doit exister entre les coef- 
ficients de cette équation, pour que le cône, ayant pour sommet 
l'origine et pour base la section faite par le plan dans la sur- 
face considérée, contienne les extrémités de trois diamètres con- 
jugués de Fellipsoïde, points qui seront représentés par les 
coordonnées nouvelles X, pi, v; 1\ [x', v'; X", [x", v". Soit 

S = A:k» + Ay -H A'z • -f sByz -[- aVzx + aB"xy + aGr -f- aC^ 

l'équation de la surface. Le cône, passant par l'intersection de 
cette surface et du plan représenté par l'équation (i) , a une équa- 
tion de la forme 

(2) S + 2(aa;-|-p2/-f Tz — S)(ma?+ny + /)z-f j) = o, 

et comme il a pour sommet l'origine, cette équation doit être 
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homogène, de sorte que 

9=0, 7n5 = C, n^ = G, po=za\ 

Si l'on substitue les valeurs de m, n, p, q dans Téquation (2), 
on a pour l'équation du cône 



(A + aC?)x«+ (a'+^C'I) y*+ (a"+ aC"|)s« 



~r" •.*•* — — Oj 



et pour que les extrémités de trois diamètres conjugués de 
l'ellipsoïde soient situées sur ce cône, il faut que l'on ait 

(3) (a+2C?) a«V« + (^'+2G'?j ÔV'^ + (a"+2C"|)cV* f... = 0, 
(a+2GÎ) a'W^*+ (^'+^^1) ^V"*+ (A"+2C"|yv"'+... =0, 

les paramètres qui entrent dans cette équation, étant unis par 
les six relations distinctes qui existent entre les cosinus des 
directions des trois droites rectangulaires. Au premier abord, il 
semble que ces six relations jointes aux trois équations (3), 
déterminent les paramètres variables, et que , par conséquent, 
quel que soit le plan représenté par l'équation (1), il y a tou- 
jours un système de trois génératrices du cône parallèle à un 
système de diamètres conjugués de l'ellipsoïde. Mais si l'on ajoute 
les trois équations (3) , en tenant compte des six relations qui 
existent entre les paramètres variables, il vient simplement 

(4) (a+ 2C î)a«4- (a'+ aC ^^b'+ ^A"+ 2C" l) c« = o. 

Pour qu'il y ait un système de diamètres conjugués de l'el- 
lipsoïde qui soient des génératrices du cône, il faut donc qu'il 
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y ait, entre les coefficients de l'équation de ce cône, la rela- 
tion (4) ; et alors, dès que deux diamètres conjugués de l'ellip- 
soïde sont situés sur le cône, le troisième Test aussi. 

L'équation (i) , jointe à la relation (4) , représente tous Ie8 
plans cherchés, leur équation générale est donc 

(a + 2C ——^——) û« + (a'+ 2C'— -r-|— — ) 6* 

\ «^+Py + ïV \ a^ + Py + w 

V «^ + Py + W 

ou bien 

a(Da?+ aCa«) + ?(Dy + 2CV) + t(Dz + 2CV) = 0, 

en posant pour abréger l'écriture 

D = Aa« + A'é« + AV. 

De là résulte que tous les plans cherchés passent par le point 
fixe dont les coordonnées sont 

a: = — 2^a% y = — 2 — 6*, z = — 2 — c'. 

Comme, du reste, l'équation de ces plans contient deux para- 
mètres arbitraires et que par conséquent on peut faire passer 
un plan du lieu par deux points arbitraires, le lieu des plans 
se compose de tous les plans passant par le point fixe dont nous 
avons déterminé les coordonnées. Il est facile de vérifier avec 
les valeurs de ces coordonnées que ce point est sur le diamètre 
conjugué dans l'ellipsoïde au plan tangent à la surface à l'ori- 
gine. Cela résulte encore immédiatement de ce que si l'on prend 
tous les systèmes de diamètres conjugués de l'ellipsoïde com- 
posés de ce diamètre et de deux diamètres conjugués dans la 
section faite par le plan tangent dans l'ellipsoïde, les plans cor- 
respondants passent par cette droite. 
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DES COORDONNÉES HOMOGÈNES. 

243. — Il arrive souvent que rénoucé d'une question pré- 
sente une certaine symétrie par rapport à quatre plans conve- 
nablement choisis. On introduit alors beaucoup de symétrie 
dans les calculs, et quelquefois des simplifications très- grandes, 
en substituant aux coordonnées ordinaires a;, y, z de nouvelles 
coordonnées déterminées par ces quatre plans dont nous re- 
présenterons les équations par 

a=:o, P=o, Y = o, 8 = 0. 

Posons pour un instant 

* IL P ï 

nous avons ainsi trois équations du premier degré en j?, y, z. 
Si on les résout par rapport à ces quantités, on obtiendra pour 
valeurs de a?, y, z des rapports de fonctions linéaires de 
a^byck une même fonction linéaire de ces quantités, et, par la 
substitution dans une équation , on obtiendra une équation du 

même degré en a, 6, c; remplaçant alors a, 6, c par^> ^, K»on 

aura une équation homogène en a, ^, y» S- ^^ quantités sont 
dites des coordonnées homogènes^ quoiqu*à justement parler on 
ne puisse considérer comme coordonnées nouvelles que les 
rapports de trois d'entre elles à la quatrième. 

Ceci n'est que l'extension à la géométrie à trois dimensions 
des coordonnées trirectilignes en géométrie plane, et l'interpré- 
tation de ces coordonnées est la même ; a, p, y, 8, représentent, 
à un facteur constant près , les distances du point dont elles 
sont les coordonnées aux quatre faces du tétraèdre de$ coor- 
données^ c'est-à-dire du tétraèdre formé par les quatre plans 
proposés. 
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Les coordonnées a, 6, c, ou =• , ^ , ^ déterminent les po- 

sitions de trois plans passant par trois des arêtes du tétraèdre. 
Ce sont ces trois plans qui , par leur intersection , déterminent 
le point. 



Théorème. 

244. — Si a, p, y, 8 représentent des fonclioM linéaires ho- 
mogènes des variables x, y, z, t et que <p (x, y, z, t) soit ce que 
devient la fonction homogène f (ot, P» f, 8) par la substitution des 
valeurs de a, p, y, 8 en x, y, z, t, on aidentiqu>ement 



^>;+yVy+ = ^ra+prp+ 



a', p',... étant ce que deviennent ot, p,», quand onychangex, y,... 

en X f y *•• 
On a, en effet, d'après le théorème des fonctions de fonc- 

tiws, 

?;==rA«+rpD,p+ , 



Si Ton ajoute ces équations, après les avoir multipliées respecti- 
vement par a?', y',... et qu'on remarque que 

puisque D^ a est égal au coefficient de x dans a, D^a au coeffi- 
cient dey etc., on a identiquement 



^?;+j^t;+ =»7'a+prp+ 



11 résulte de là qu'en coordonnées homogènes le plan polaire 
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du point a', p\ y'» S' a pour équation 

ou encore 

L'utilité des coordonnées homogènes ressort immédiatement 
de celle des coordonnées trirectilignes en géométrie plane ; nous 
nous contenterons donc de donner un exemple de l'emploi de 
ces coordonnées. 

ProMème. 

■ 245. — Trouver le lieu d'une droite mobile qui reste tangente à 
une surface de second degré et qui s* appuie sur deux droites fixes 
tangentes à celte surface. 
Soient A etB (fig. 1 14) les deux tangentes fixes, a et 6 leurs 

points de contact , G la ligne qui joint ces 
points. Menons les plans tangents en a et 6 
à la surface et soient d et c les points où ces 
plans rencontrent les droites B et A. Pre- 
nons pour tétraèdre des coordonnées le té- 
"b traèdre ayant pour sommets les points a, 6, 

c, d. Soient a=o, p=o, 1=0, 8=o, les équations des faces 
respectivement opposées aux sommets q, 6, c, d. La droite A 
aura pour équations 

p == o, 8=0, 

et la droite B 

L'équation de la surface est de la forme 

4- aB'^pS + aB'fS = o. 
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Exprimons que la surface est tangente, en a au plan p=o, en 
h au plan a = o. Le point a a pour coordonnées (î=o, y=o, 
8=0; le plan tangent à la surface en ce point a donc pour 
équation 

•Va == Aa + B? + B'y + B"8 = 0. 

Comme cette équation doit se réduire à p= o, on a 

A = o, B'=o, B" = o. 

En exprimant que la tangente en 6 est a = o, on trouve de 
même 

A'=o, B"'=o, B»»=:0. 

L'équation de la surface est donc de la forme 

S = Mt* + M'8* + aPaP + 2FTa = o. 

Une droite du lieu, rencontrant les droites A et B, est repré- 
sentée par les équations 

p = X8, 
a = jxY. 

Nous obtiendrons les points où cette droite rencontre la sur- 
face en remplaçant dans l'équation de la surface a et ^ par 
leurs valeurs, ce qui donne 

Mt* + 2(PXïJL + P')y8 + UV = o. 

La droite sera tangente, si la condition 

(PXjx + ?y — MM' = 0, 

ou 

PX|i. + F = ±: y/MÎir 

est remplie. 
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On en déduit Téquation du lieu 
qui peut s'écrire 

Cette forme montre que le lieu se compose de deux surfaces 
du second degré tangentes chacune à la surface donnée le long 
d'une courbe plane ; les deux plans des contacts, dont l'inter- 
section avec la surface donne le lieu des points de contact de la 
tangente mobile, ont pour équations 

Y\/'M±:8v^M'=o. 
Chacun de ces plans passe par la droite C. 



CHAPITRE III. 



*JCl\éorhm.en g^nératcc sur les surfaces du second desrë. 



Théorème I. 

246. Toutes les surfaces du second degré qui passent par huit 
points^ ont, en général^ une infinité de points communs situés 
sur une ligne à double courbure^ intersection de deux quelconques 
d'entre elles. 

Il a, en effet, été démontré dans la Géométrie analytique, 
livre VI, chapitre VII, que par neuf points donnés on peut tou- 
jours faire passer au moins une surface du second degré, et 
qu'en général, on n'en peut faire passer qu'une. Il en résulte 
que par huit points on en peut faire passer une infinité. Soient 
alors S = o, S' = o deux d'entre elles; l'équation 

(i) S + A;S' = o, 

qui renferme un paramètre variable k , représentera toutes les 
surfaces passant par les huit points, puisqu'on peut toujours 
déterminer k de façon que la surface passe par un neuvième 
point. Or toutes les surfaces représentées par l'équation (i) 
passent par l'intersection des surfaces S = o, S' = o. 

Lorsque neuf points déterminent une surface du second de- 
gré unique, ces neufs points sont dits distincts. Lorsque les 
neuf points ne sont pas distincts, c'est que, parmi les équations 
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qui expriment ces conditions, il y en a au moins une qui rentre 
dans les autres ; par conséquent, pour déterminer la surface, on 
peut alors se donner un dixième point arbitraire. De là résulte 
que toutes les surfaces qui passent par huit des neuf points 
donnés passent par le neuvième ; et par conséquent, lorsqu'une 
surface du second degré n'est pas déterminée par neuf points, 
c'est que ces neuf points sont situés sur une même ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second 

* 

degré. 

L'équation (i) cessera de représenter toutes les surfaces 
passant par les huit points, lorsque ces huit points, joints à un 
neuvième quelconque, seront situés sur une même ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second de- 
gré; c'est-à-dire lorsque toute surface passant par sept des 
points donnés passera par le huitième (nous verrons tout à 
l'heure que cela est possible) ; dans ce cas les huit points ne sont 
plus distincts. 



Théorème eorrélatif. 

247. Toutes les surfaces du second degré qui sont tangentes à 
huit plans donnés^ sont^ en général^ enveloppées par une même 
surface développable. 



Théorème II. 

248. Toutes les surfaces qui passent par sept points donnés 
ont un huitième point commun. 

Soient en effet S = 0, S' = 0, S" = o trois des surfaces 
passant par les sept points donnés. L'équation générale des 
surfaces passant par ces sept points est alors 
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toutes 069 surfaces passent par les points communs aux trois 
surfaces 

S = o, S' = o, S"=o, 



et ces trois équations du second degré à trois inconnues ont 
en général huit solutions. 

Ce théorème nous fait voir comment il peut se faire que huit 
points ne soient pas distincts. 

En suivant bien attentivement la marche des idées dans ce 
qui précède, on voit aussi immédiatement la raison pour la- 
quelle sept points sont toujours distincts. 



Tliéorèiiie corrélatif. 

Toutes les surfaces du second degré qui sont tangentes à sept 
plans donnés, ont un huitième plan tangent commun. 

249. — Nous verrons plus tard que les huit points communs à 
toutes les surfaces du second degré qui passent par sept points 
donnés sont les sommets de deux tétraèdres réciproques à eux- 
mêmes par rapport à ime même surface. Il en résulte, pour le 
théorème corrélatif, que, les huit plans tangents communs à 
toutes les surfaces du second degré tangentes à sept plans don- 
nés sont les faces de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une même surface. 



Tliéorèiifte m. ^ 

250. Les plans polaires d'un point fixe^ par rapport à toutes 
les surfaces du second degré qui passent par huit points donnés 
passent par une droite fixe. 

Soient, en effet, F = o, P' = o les équations des plans po- 
laires du point fixe par rapport h deux des surfaces S = o, S' = q 

16 
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passant par les huit points. L'équation générale des surfaces 
passant par les huit points est 

S + AS' = o, 

et par suite, l'équation du plan polaire dil pdiiît ÛM est 

p + AP' = o. . 

a 

Ce plan passe par la droite d'intersection des plans 

P=:0, P' = 0. 

Si le point fixe s'éloigne à l'infini dans une certaine direction, 
son plan polaire déViëiit le plàû diamétral Conjugué de cette di- 
rection. Par conséquent 

Dam toutes les sUrfates du second degré qui passent par huit 
points donnés^ les planH diamétraux conjugués d'une direction 
donnée passent par une droite fixe. 



Vltéorème corrélatif. 

251. Le lieu du pôle d'un plan fixe par rapport à toutes les 
surfaces du second degré tangentes à huit plans donnés est une 
droite. 

Si le plan se transporte à l'infini, son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface; par conséquent 

Le lieu desj^entres des surfaces du second degré tangentes à 
huit plans donnés est une ligne droite. 



llàéorème IV. 



252. Le plan polaire d'un point fixe par rapport à toutes les co- 



^^ 
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niques qui passent par sept points donnés passe par un poini 
fixe. 

Car le plan polaire d'un point fixe par rapport à ces surfaces 
dont l'équation est 

est évidemment 

P + il:P'-|-ft'P'' = o.^ 

P = 0, P' = o, F' = o étant les équations des plans polaires 
de ce point par rapport aux surfaces S = o, S' = o, S" = o. 

Si le point s'éloigne à Tinfuii dans une certaine direction, 
son plan polaire devient le plan diamétral conjugué de cette di- 
rection; par conséquent 

Dans toutes les surfaces du second degré qui passent par sept 
points donnés^ les plans diamétraux conjugués d'une direction 
donnée passent par un point fixe. 



Tliéerèiifte corrélatif* 

253. Le lieu du pôle 61 un plan fixe par rapport à toutes les 
surfaces du second degré tangentes à sept plans donnés est un 
plan. 

Si le plan se transporte à l'infini, son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface ; par conséquent 

Le lieu du centre des surfaces du second degré tangentes à sept 
plans donnés est un plan. 

254. — Des cônes qui passent par l'intersection de deux sur- 
faces du second degré. — L'équation générale des surfaces du 
second degré qui passent par l'intersection des deux surfaces 
8 = 0, S'=oest 

(i) 8 + A:S' = o. 
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Pour que cette équation représente un cône, il faut que son cen- 
tre soit ûtué sur la surface; on obtiendra la condition analytique 
correspondante en éliminant a:, y, z entre Féquation (i) et les 
trois équations 

(3) ] D,S + *D,S'=o, 

( D,S+AD,S' = o. 

Si Ton rend les fonctions S et S' homogènes à l'aide d'une 
quatrième variable ^ on a identiquement 

ar(D,S+AD,S')4-y(I>vS+*D,S0+2(D.S+A:D,S')+/(D,S+AD,S') 

= 2(S + ftS'). 

En vertu des équations (1) et (2), cette équation se réduit à 
(3) D,S + AD,S' = o. , 

Les quatre équations (2) et (3) étant linéaires en Xj y, z, le 
résultat de l'élimination sera une équation du quatrième degré 
en k. Ainsi : 

Il y a généralement quatre cônes du second degré passant par 
V intersection de deux surfaces du second degré. 

Théorème T. 

255. — Les sommets des quatre cônes qui passent par Ftn- 
tersection de deux surfaces du second degré sont les sommets 
Sun tétraèdre réciproque, par rapport à chacune des surfaces 
du second degré qui passent par V intersection des surfaces don- 
nées. 

On voit d'abord géométriquement que le tétraèdre formé 
par les sommets des quatre cônes est réciproque par rapport 
aux deux surfaces S et S', et par suite par rapport à toutes les 
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surfaces 

S + *S' = o; 

car chacune de ses faces est un triangle réciproque par rapport 
aux sections faites par son plan dans les deux surfaces. 

Je dis msdntenani que c'est le seul tétraèdre réciproque par 
rapport aux deux surfaces. Pour qu'un point x, y, z ait même 
plan polaire par rapport aux deux surfaces S et S', il faut que 
les deux équations 

XD.8 + YD,8 + ZD.8 + TD^ = o, 
XD J5' + YD,S + ZD.S' + TD,S' = o 

soient identiques, et par conséquent que Ton ait 

D^S _ DyS _ DJS _ DtS 

Si Ton désigne par — k la valeur commune de ces rapports, les 
points cherchés seront donnés par les équations 

D,S + AD,S' = o, 
D.S + ifeD.S' = o, 
D^ + AD,8' = o; 

ce sont donc les sommets des quatre cônes considérés. Ceci est 
encore une démonstration analytique de la réciprocité du té- 
traèdre considéré. 

Théorème TI. 

256. — Le lieu des sommets des cônes du second degré qui 
passent par Vintersection d'une surface du second degré donnée 
et d'un cône quelconque du second degré ayant pour sommet un 
point fixe^ est le plan polaire de ce point. 
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Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition 
qui précède. On peut d'ailleurs le démontrer directement de la 
manière suivante : 

Prenons pour origine le point fixe, et soit S =o l'équation de 
la surface. Soit S'=o l'équation d'un eône quelconque passant 
par l'origine. L'équation générale des surfaces du second degré 
passant par l'intersection de S et S' est 

S + fâ' = o. 

La condition, pour que cette équation représente un cône, est le 
résultat de Félimination de x, y, z entre les quatre équations 

D^ + AD,S' = o, 
D,S + k\}y& = o, 
D,S + m,& = o, 

D,S = o, 

6t le sommet du cône sera donné par les valeurs de or, y, z sar 
tisfaisant à ces quatre équations. Il en résulte inmiédiatement 
que le lieu de ce sommet est 

D,S = o, 
c'est-à-dire le plan polaire de l'origine. 



DES SURFACES PASSANT PAR HUIT POINTS OU TANGENTES A HUIT PLANS 
ET ASSUJETTIES A UNE NEUVIÈME CONDITION. 

257. — Neuf points ou neuf plans tangents. — De ce que nous 
avons établi au commencement de ce chapitre il résulte que par 
neuf points non situés sur une même ligne à double courbure, 
intersection de deux surfaces du second degré, on peut toujours 
faire passer une surface du second degré, et on n'en peut faire 
passer qu'une seule. 

On peut toujours mener une surface du second degré tangente 
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à neuf plans donnés, pourvu que ces neuf plans ne soient 
pas tangents à une même surface développable enveloppant 
deux surfaces^ du second degré, et on n'en peut mener qu'une 
seule. 

Dans les caa que nous avons écartés, les deux problèmes pres- 
sentent une infinité de solutions, 

268. — Buit points et un plan tangent ou inversement. — Lacon- 
ditîon qui exprime qu'un plan est tangentà la surface S+KS'=o, 
étant du troisième degré en K, il y a trois surfaces passant par 
huit points et tangentes à un plan, ou inversement tangentes à 
huit plans et passant par un point. 

De simples considérations géométriques conduisent encore à 
ce résultat. Un plan tangent à une surface est un plan cou- 
pant la surface suivant deux droites réelles ou imaginaires. 
Or le plan donné coupe la courbe commune à toutes les sur- 
aces passant par les huit points en quatre points réels ou 
maginaires a, 6, c, d. Si la surface est tangente au plan, elle 
sera coupée par ce plan suivant un des trois systèmes de 
droites passant par ces points, et le point de contact sera l'un 
des sommets de ces systèmes de droites, c'est-à-dire un des 
sommets du triangle réciproque par rapport à toutes les coni- 
ques passant par les quatre points a, 6, c, d. Gomme il est évi- 
dent que les surfaces passant par les huit points donnés et un de 
ces points sont coupées par le plan donné suivant deux droites, 
il y a trois surfaces passant par les huit points et tangentes au 
plan donné. Les points de contact sont les sommets du triangle 
réciproque par rapport à toutes les coniques passant par les 
points a, 6, c, d, et en particulier par rapport aux coniques 
suivant lesqaelles sont coupées par le plan les quatre cônes pas- 
sant par Tintersection de toutes les surfaces qui passent par les 
huit points. Les lignes qui joignent le sommet de l'un de ces 
cônes aux trois points de contact forment donc un système de 
diamètres conjugués du cône. 

260, — Si l'on donne Iç centre d'upe surface et les sections 
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circulaires faites par des plans diamétraux, cela revient à se 
donner l'intersection de la surface et d'une sphère 

^* + y* + ^* — r*c=o, 

ou huit points ; il y a donc trois surfaces assujetties à ces con- 
ditions et tangentes à un plan donné. 

Gomme l'équation générale de$i surfaces assujetties aux condi- 
tions initiales est, si l'on désigne par S== o l'équation de l'une 
d'eUes, 

une quelconque passe par l'intersection du cône de révolution 
imaginaire 

(l) ^.«+y« + 2' = 0i 

et de la surface 

S — Â:r':=o; 

le cône représenté par l'équation (i) est donc un des quatre 
cônes qui figurent dans le numéro précédent, et comme ses dia- 
mètres conjugués sont rectangulaues, les lignes qui joignent le 
centre donné aux trois points de contact sont rectangulaires. 



DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ DOUBLEMENT TANGENTES. 



260. — On a démontré dans la Géométrie analytique y liv. VI, 
chap. VII, que quand deux surfaces du second degré se tou- 
chent en deux points, elles se coupent suivant deux courbes 
planes. Par conséquent si l'une d'elles a pour équation S =o, 
l'autre ama pour équation S -f fca^ = o, (x=o,p = o, désignant 
les plans des deux courbes. 

Il est d'ailleurs évident que, réciproquement, deux surfaces 
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dont la ligne d'intersection se compose de deux courbes planes 
sont doublement tangentes aux deux points où l'intersection de 
ces plans rencontre les surfaces. 

Si nous transformons la figure par les polaires réciproques, à 
deux surfaces doublement tangentes correspondront deux sur- 
faces doublement tangentes, et il existe deux cônes enveloppant 
ces deux surfaces. 

Les quatre points qui ont même plan polaire par rapport aux 
deux surfaces, sont évidemment dans ce cas les deux points cte 
contact et les sommets des deux cônes passant par la courbe 
d'intersection des surfaces. 

261. — Si deux surfaces du second degré en coupent une troi- 
sième suivant la même courbe plane, elles se couperont évidem- 
ment suivant deux courbes planes, dont l'une sera la courbe 
commune aux trois surfaces ; le plan de l'autre passera par l'in- 
tersection des plans des secondes courbes d'intersection des deux 
premières surfaces avec la troisième; car les deux premières 
surfaces ont des équations de la forme 

S + ap = 0, 
S + aY = o, 

et par suite elles se coupent suivant deux courbes planes, les 
plans de ces courbes ayant pour équations 

a = o, p — Y = o* 

262. — Deux surfaces du second degré homothétiques ont dans 
leurs équations mêmes termes du second degré. Si l'équation de 
l'une est S = o, l'équation de l'autre sera donc de la forme 
S + a = o, a étant du premier degré. Par suite deux surfaces 
du second degré homothétiques se coupent suivant une courbe 
plane. Gomme l'intersection de deux surfaces est en général une 
courbe du quatrième degré, dans ce cas, les coefficients des 
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termes du quatrième et du troisième degré sont nuls, et on peut 
dire que les surfaces se coupent suivant deux courbes planes, le 
plan de Tune étant à T infini. 

Il résulte de là et du numéro précédent que trois surfaces 
homothétiques se coupent suivant trois courbes planes dont 
les plans passent par une même droite. 

268. — Deux sphères, étant homothétiques, se coupent sui- 
vant deux courbes planes dont Tune a son plan à Tinfini. Il 
résulte de là que toutes les sphères sont coupées par le plan à 
l'infini suivant le même cercle imaginaire que nous appellerons 
le cercle imaginaire à V infini. 

On conclut de là qu'une section plane d'une surface du second 
degré sera un cercle, lorsqu'elle passera par les deux points ima- 
ginaires où son plan rencontre le cercle imaginaire à l'infini ; 
car si par trois des points de cette section plane on fait passer 
une sphère quelconque, le plan considéré coupera la surface et 
la sphère suivant deux coniques ayant cinq points communs, et 
par conséquent suivant la même conique, qui est par suite un 
cercle. 

Nous pouvons immédiatement déduire de là le nombre des 
directions des plans des sections circulaires. Une surface du 
second degré est rencontrée en quatre points imaginaires par 
le cercle à l'infini ; on peut donc mener six sécantes rencontrant 
le cercle à l'infini et la surface aux mêmes points. De là six 
directions de plans de sections circulaires, dont deux seulement 
sont réelles, parce que, parmi les six sécantes considérées, il y 
en a seulement deux réelles; ce sont celles qui joignent les 
points imaginaires conjugués. 

Les six droites considérées peuvent être partagées en trois 
couples de deux droites, dont les sommets forment un triangle 
réciproque par rapport aux sections faites par le plan à l'infini 
dans la surface et dans la sphère. Il en résulte, d'après le n* 268 
que les droites qui joignent ces trois points au centre de la 
sphère sont rectangulaires, et U est fecile de voir quç ces direo- 
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tiens sont celles des axes de la surface ; car les six plans des sec- 
tions circulaires se coupent deux à deux suivant trois droites 
réelles parallèles aux axes de la surface. 

264. — Dans la géométrie à deux dimensions, l'étude des 
points-cercles doublement tangents aux coniques nous a fourni 
la notion des foyers; l'étude de points-sphères doublement tan- 
gents aux surfaces du second degré nous conduira à la notion 
des lignes focales dans les surfaces du second degré; mais à 
cause de l'importance du sujet nous consacrerons à cette étude 
ie chapitre suivant. 

265. — Lorsque les deux plans, suivant lesquels se coupent 
deux surfaces doublement tangentes, viennent à se confondre, 
les deux surfaces se raccordent tout le long d'une ligne plane. 
(Voir la Géométrie analytique.) 

Deux surfaces concentriques et semblables se coupent suivant 
deux plans situés à l'infini ; elles se raccordent donc le long de 
la section faite par ce plan. Cette proposition peut être utile dans 
les transformations homographiques . 

Si S = o est l'équation d'une surface, l'équation 

représente une surface se raccordant avec elle le .long de la sec- 
tion faite par le plan a = o ; il résulte de cette équation que les 
deux surfaces sont coupées par un même plan suivant deux co- 
niques doublement tangentes. Si donc l'une des sections devient 
un point-cercle, ce point sera un foyer de l'autre section. Par 
conséquent : 

1** Si deux surfaces se raccordent j les plans tangents aux 
ombilics de l'une coupent Vautre suivant des coniques dont les 
ombilics sont des foyers. (Les ombilics d'une surface sont les ex- 
trémités des diamètres conjugués aux sections circulaires. Les 
plans tangents aux ombilics coupent donc la surface suivant un 
point-cercle.) 



^ 
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2* Si une surface $e raccorde avec une sphère j tout plan tan^ 
gent à la sphère la coupe suivant une conique dont le point de 
contcu^t du plan avec la sphère est un foyer. 

EMPLOI DES COORDONNÉES HOMOGÈNES DANS L'ÉTUDE GÉNÉRALE 

DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 

266. — Équation d'une surface rapportée à un tétraèdre réci- 
proque. — Nous avons vu dans l'étude des coordonnées homo- 
gènes que, si l'on rapporte luie surface du second degré à un 
tétraèdre dont les quatre faces ont pour équations 

a = o, p = o, Y = o, 3 = 0, 
son équation générale est 

f{^> ?> T, 5) = 0, 

A*» P» Y» 5) é^^^ ^^ fonction homogène générale du second 
degré des variables a, p, y, 8. 

Si le tétraèdre des coordonnées est réciproque par rapport à 
la surface, en exprimant que chaque sommet est le pôle de la 
face opposée, on trouve que l'équation de la surface prend la 
forme 

(i) aa« + 6p« + CY' + d8«=:o, 

Il est du reste évident sur cette équation elle-même, qu'elle 
représente une surface par rapport à laquelle le tétraèdre des 

coordonnées est réciproque; car l'équation 

» 

représente un cône dont le sommet est le point 

a = 0, p = o, Y = o, 
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et réquation (i) montre que la surface qu'elle représente est 
enveloppée par ce cône suivant la courbe dont le plan a pour 
équation 



Y = o, 



c'est-à-dire que ce plan a pour pôle le sommet du cône. 

267. — Lorsque, dans l'équation d'une surface en coordon- 
nées rectilignes • 

f[x, y, 2) = o, 

nous avons introduit la lettre t que nous supposions représenter 
l'unité, pour rendre l'équation homogène en a?, y, z, ^ l'équa- 
tion obtenue 

peut être regardée comme représentant la surface en coordon- 
nées homogènes, le tétraèdre des coordonnées ayant pour faces 
les trois plans des coordonnées rectilignes et le plan situé à 
l'infini; cela résulte de la définition même des coordonnées 
homogènes. 

L'équation d'une surface rapportée à ses plans principaux ou 
à un système de plans diamétraux conjugués, lorsqu'on y intro- 
duit la lettre U devient par rapport aux coordonnées homo- 
gènes or, y, z, t Se la forme (i) ; le tétraèdre ayant pour faces 
trois plans diamétraux conjugués et le plan situé à l'infini est 
donc réciproque par rapport à la surface. Cela résulte du reste 
de la définition même du tétraèdre réciproque. 

268. — Condilion pour qu*une surface de second degré passe 
par les sommets d'un des tétraèdres réciproques par rapport à 
une autre surface du second degré donnée. 
* Prenons pour tétraèdre des coordonnées un tétraèdre réci- 
proque par rapport à la seconde surface, l'équation de cette sur- 
face est alors, si l'on veut, 

(,) x' + y« + 2» + <' = o, 
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et la même surface rapportée à un second tétraèdre aussi réci- 
proque aura pour équation 

X« + Y» + Z* + T» = o, 

et X, Y, Z, T auront en x, y, z, t des expressions de la forme 

X = mx -{- ny -{- pz -}■• qt 

T = m'"x + n"y + fz + ^"t. 
De là résultent les relations 

n* + n'« + vl'^ + n'"« = i 
Jt ^ j'. ^ ^.s ^ ç... ^ , 

wn + m V + m V + m V = o 
mp 4- m'/>' + m V + m'y = o 
;w^ + ^Y + wz"î" + m"'î'" = o 
„^ 4_ ny + n'y + n'y = 
nq + nV + n"?" + n'"?'" = o 
pq + p'î' + pT + A'" = 0. 

De ces relations, on déduit, en multipliant les équations (2) 
respectivement par m, m', m", m"' et ajoutant 



(«^) 



a: = TwX + m'y + 7n"Z + w*T 
y = nX + nT -H n"Z + n"T 
2 = /}X + pT + p"Z +p"T 
r=:^X + 3T + î"Z+î"T. 

Si l'équation de la première surface rapportée au premier 
tétraèdre est 

(4) ax^ + *y* 4" ^^* + ^'* + ^^^y -|- . ,. = o, 



C^ ^^-^*. _. 



J 
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son équation par rapport au second tétraèdre sera 

(am* -f- bn* -f- cp'^ + dq* + 2Cmn -}- . . .)X* 

+ (am'*+6n'*+ )Y* 

+ {am''^ + bn''* + )Z« 

+ (aw"'* + in'^'* + )T« 

+ =0. 

Désignons par a^, b^^ c^, d^ les coefficients des carrés des 
variables dans cette nouvelle équation; si Ton fait la somme 
de ces coefficients^ en tenant compte des relations (3) , on a 

«1 + è, + c, + rfj = a + 6 + ^ + rf- 

Ainsi, quand on rapporte une surface du second degré aux 
différents tétraèdres réciproques par rapport à une même sur- 
face du second degré, la somme des coefficients des carrés des 
quatre variables dans Téquation est constante. 

Pour que la surface considérée passe par les sommets du 
second tétraèdre, il faut que Ton ait a^ = 6^ = c^ = dj == o, 
d'où Ton déduit la condition 

U'\'b +0-}- d=zo. 
Si la seconde surface avait pour équation 

a'x^ + by -f c'z^ + d't^ = o, 

on ramènerait cette forme à T équation (i) en posant 

a'x» = x'\ by = y% 

mais alors l'équation- (4) deviendrait 
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et par conséquent là relation cherchée aurait là forme 

a b c d 

Tliéorème TII. 

269. — Les tangentes menées du centre d^une surface du se- 
cond degré aux sphères circonscrites aux tétraèdres réciproques 
par rapport à cette surface^ ont une longueur constante. \ 

Prenons en effet pour tétraèdre des coordonnées le tétraèdre 
ayant pour faces les trois plans principaux de la surface et le 
plan à rinfini. L'équation de la surface sera alors 

X* «/• z* 

„- + ^ + p-^*=o, 

» 

et l'équation d'une sphère quelconque 

(x-oit)* + (y-^^tY + (z^ttY-rU'==o, 
ou 

x' + y' + z' + [^' + ?' + f-r'r + ... = o, 

a, p, Y étant les coordonnées rectilignes du centre de la 

sphère et r son rayon. 

Si Ton appelle T la longueur de la tangente menée du centre 

de la surface à la sphère, on aura 

«' + ?' + ï" — ^* = T'. 

mais la condition trouvée dans le numéro précédent , pour que 
la sphère soit circonscrite à un tétraèdre réciproque par rap- 
port à la surface, nous donne 

û« + 6* + c' — T« = o, 
Mnsi la longueur T est constante. 



i 
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Théorème VIII. 

270. — Toutes les surfaces du second degré qui passent par 
sept des sommets de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une m^ms surface du second degrés passent par le 
huitième sommet. 

On peut, en effet, prendre pour équation de la surface 
donnée 

x^ + f + z* + t^ = o, 

par rapport au premier tétraèdre ; 

X* + Y» + Z* + T*r=o, 

par rapport au second. Si alors a, 6, c, d sont les coeflScients 
des carrés dans l'équation d'une surface quelconque rapportée 
au premier tétraèdre, a', 6', c', d' les coefficients des carrés dans 
l'équation de la même surface rapportée au second tétraèdre, le 
raisonnement du n** 268 montre que l'on a 

a + b + c + d = a' + b' + c' + d'. 

Par conséquent , dès que sept de ces quantités seront 
nulles , la huitième le sera aussi , ce qui prouve la proposition. 
Nous avons déjà énoncé le théorème corrélatif (n° 249). 

Tltéorème JJL. 

271. — Les lignes qui joignent les sommets correspondants 
de deux tétraèdres polaires conjugués^ par rapport à une surface 
du second degrés sont des génératrices du même système d'un hy- 
perboloide à une nappe. 

Soient 

« = 0^ p = o, T = o, 8 = 

il 



268 uvRE IV, — CMAP- m. 

les équations des faces d'un des tétraèdres, a, h^ c» d les som- 
mets correspondants du second. Les équations des droites con- 
sidérées sont évidemment 



p_ 


. Y 

m 


8 


"? 


a 

r 


«8 


ï 

b ~ 
ï 


8 
"h 


a 


S _ 


Cl. 


_ P 


^~ 


'^a 


cp' 









en désignant par a^ le résultat de la substitution des coor- 
données du point a dans T équation du plan % Mais alors 
on a a» = i^, et si on pose 

ap=m, a^=n, a^=Pf 
les équations précédentes deviennent 
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Msdntenant les conditions pour qu'une droite 

ûtt -f ip + CY + rfS = 
^« ^ yp 4. c'y + rf'5 = 
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rencontre chacune de ces lignes droites, sont 

m(ab' — bel) + n[ac' — cd) + p{ad' — da') = o , 
q [y _ cU) + r(M' — db') + m[bà!— aV) = o , 
s [cd' — de') + n[cà —ac') + q (cb' — bc') = o , 
p[da!— ad') + r[dV — bd") + 8(dd — cd') = o. 

Or si on ajoute ces quatre conditions, le résultat s'évanouit 
identiquement. Donc toute droite qui rencontre trois des droites 
considérées rencontre la quatrième ; ainsi les quatre droites sont 
situées sur une surface réglée du second degré. 

La propriété corrélative est que les quatre droites , suivant 
lesquelles se coupent les faces correspondantes des deux tétraè- 
dres, sont aussi sur un même hyperboloïde à une nappe. 

Tliéorème TL. 

272. — Par les douze points de rencontre des génératrices d'un 
tétraèdre et Xune surface du second degrés on peut faire passer 
quatre plans, chacun d'eux étant mené par trois points situés 
sur les génératrices d'un même sommet; les droites d'intersection 
de ces plans et des faces opposées du tétraèdre sont des gêné* 
ratrices reclilignes du même système d'un hyperboloïde à une 
nappe. 

Soient a, p, y, 8 les faces des tétraèdres. Si Ton met l'équa- 
tion de la surface sous la forme 

- (/> + ^)Py-(? + ^) P5-(r + ^)T5 = o, 

il est fadle de voir que les quatre plans ont pour équations 

a = /p -f- my + w8 , 

8 = wa + jP -|- rf. 
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Il nous faut prendre les intersections de ces plans respective- 
ment avec les quatre plans 

et ce sont les quatre droites ainsi obtenues qui sont sur un 
même hyperboloïde. Les conditions pour qu'une droite 

aoL -\- èp + cY + rfS = o, 
a'oL + 6'p + c'y + rf'ô = o, 

rencontre ces quatre droites, sont 

/ (crf' — de') + m{db' — M') + n[bc'— cb') = o, 
p Ida' — ad')+q (ac' — ca') + l{cd'— de) = o, 
r {aV — 6a') + m (bd' — db') + p{da'— ad') = o , 
n {be'— eb') + q {ea' — ae') + r(a6'— 6a') == o. 

Or si on ajoute ces équations multipliées respectivement par 
+ 1» — i,+i, — 1, on trouve une identité. Donc toute 
droite qui rencontre trois des droites considérées rencontre la 
quatrième. 

Ce théorème est l'analogue du théorème de Thexagone de 
Pascal en géométrie plane. Le théorème corrélatif peut s'énoncer 
ainsi : 

Par les génératrices d'un tétraèdre on mène douze plans tan-- 
gents à une surface du second degré ; ces plans passent trois à 
trois par quatre points , si Von combine ceux qui passent par 
les côtés d'une même face du tétraèdre; les droites qui joignent ces 
quatre poi)its aux sommets correspondants du télrcièdre sont des 
génératrices du même système d'un hyperboloïde à une nappe. 
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273. — Nous avons appelé , en géométrie plane, foyer d'une 
courbe du second degré , un point dont la distance à un point 
quelconque de la courbe est fonction linéaire des coordonnées de 
ce point. 

Il résulte de cette définition que si oi et y' désignent les coor- 
données d'un foyer d'une courbe du second degré, l'équation 
de la courbe peut se mettre sous la forme 

[x — a:')* + (y — y)' + ^(»wp '\r^y-\' />)*= o. 

Cette équation peut être interprétée autrement : elle ex- 
prime que la courbe est doublement tangente, suivant la droite 

mx + ny + /> = o, 
au cercle de rayon zéro, défini par l'équation 

Comme ce cercle se réduit à un point qui n'est autre que le 
foyer, on peut donner des foyers dans les courbes du second 
degré cette autre définition : 

On appelle foyer d'une courbe du second degré tout point-cercle 
ayant avec la courbe un double contact. 
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La ligne des contacts est alors la directrice. 

Cette définition peut être généralisée quand on passe à 
l'étude des surfaces, et elle conduit naturellement à définir 
ainsi les foyers des surfaces du second degré : 

On appelle . foyer d*une surface du second degré tout point- 
spJière ayant avec la surface un double contact. 

Un pareil point a avec la surface deux sections planes 
communes; les plans de ces sections sont tous deux réels ou tous 
deux imaginaires. Dans les deux cas, ils se coupent suivant 
une droite réelle , que nous appellerons la directrice correspon- 
dante au foyer. Cette droite est la droite des contacts. 

La recherche des foyers des courbes du second degré montre 
que ces courbes ont quatre foyers , dont deux réels situés sur 
le même axe, et deux imaginaires situés sur Vautre axe. 

Nous verrons qu'une surface du second degré admet une 
infinité de foyers, dont le lieu forme trois coniques, situées 
danç les plang principaux. Nous appellerons ces coniques les 
Ugnes focales de la surface* 

274. — Lignes focales des surfaces à centre. L'équation d'une 
surface à'centre rapportée à son plan principal est 



a?* v' «' 



On obtiendra les foyers de cette surface en identifiant son 
équation avec l'équation 

(2) S — LM = o, 

clans laquelle S= est l'équation du point-sphère, L=:o^ 
M = o les équations de deux plans. 

De ce que l'équation (2) doit pouvoir s'identifier avec l'équa- 
tion (1), il résulte que le produit LM ne doit pas renfermer 
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les rectangles des variables ; il est donc de la forme 
flx« + dy^ + a"2* -f te + Vy + b"% + c, 
ou, ce qui revient au même, 

Cette quantité devant pouvoir se décomposer en fkcteurs , il 
faut que d =s o et que Tune des trois quantités a, &, c soit nulle ; 
nous adopterons T hypothèse c = o et nous déduirons des résul- 
tats obtenus, les résultats dans les deux autres hypothèses, 
simplement par symétrie. 

Nous avcms donc à identifier l'équation (i) avec l'équation 

(^ - ^? + (y-î^r+ (2- ^f + a{x - a)«+ %-?)«== o , 

ce qui nous donne 



z' = o 



(3) a:' + aa = o , i/' + 6p = o , 

H 

Des cinq dernières équations on déduit, par Télimincition de 
(]f , 6j a, p^ réquatioji 

\ T> * ^ n ^^ "• 



A— C ' B — C 

A Fhypothèse que nous avons adoptée correspond donc une 
ligne focale située dans le plan des xy, homofocale à la section 
principale correspondante et ayant pour sommets les foyers 
(réels ou imaginaires), situés dans ce plan, des sections prin- 
cipales perpendiculaires. 

Aux deux autres hypothèses correspondent évidemment des 
résultats analogues dans les deux autres plans prindpaux. 

276, -^ Les deux plans L et M cpi correspondent ^ un foyw 
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sont représentés par les équations 

(x — a) v/â + (y — p) sib = o, 

(x — a) v^â — (y — p) v/ï = o. . 

Us sont perpendiculaires au plan principal dans lequel se 
trouve le foyer, et par suite il en est de même de la directrice 
correspondante au foyer. On aurait pu prévoir ce résultat à 
priori; car ces plans, coupant la surface suivant la même courbe 
qu'une sphère, sont des plans cycliques. 

Des équations des deux plans L et M il résulte que les coordon- 
nées du pied de la directrice sont a et p et les équations (3) 
nous donnent pour les valeurs de ces coordonnées en fonction 
des coordonnées du foyer 

Tltéorème I. 

276. — Le plan qui passe par un foyer et la directrice corres- 
pondante est normal à la ligne focale et coupe la surface suivant 
une conique qui admet ce point pour foyer et cette droite pour 
directrice. 

L'équation de la normale en un point x\ y' de la ligne focale 
située dans le plan des xy est 

ou 

x' y 

cette équation est évidemment satisfaite par les coordonnées 
a, p du pied de la directrice. 

Ainsi le plan normal à la ligne focale au point F passe par la 
directrice D. Ce plan coupe la surface suivant une conique et le 
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point sphère suivant un point-cercle F qui a avec la conique un 
double contact suivant la droite D. 



Tltéorème II. 

277. — Le pied de la directrice correspondante à un foyer est le 
pôky par rapport à la section principale^ de la tangente à la ligne 
focale menée par le foyer considéré. 

Le point a, p a, en effet, pour polaire, par rapport à la section 
principale, la droite représentée par T équation 






Si l'on remplace a et p par leurs valeurs en fonction des 
coordonnées du foyer correspondant, cette équation devient 
l'équation de la tangente à la ligne focale en ce point 



XX 



7 + 



yy 



A — c ' B 



= H. 



278. — Examinons maintenant la nature des lignes focales 
dans les différentes surfaces à centre. 

1" Ellipsoïde. Soit A > B > G. Dans le plan xy la ligne fo- 
cale est une ellipse intérieure à la surface. 

Dans le plan yz, c'est une 
ellipse imaginaire ; enfin, dans 

le plan zx^ c'est xme hyperbole, 
dont les sommets réels sont sur 
l'axe des a?, à une distance du 
centre plus petite que celle des 
sommets de l'ellipse focale dans 
le plan des xy situés sur le même axe. Cette hyperbole focale 
passe par les d ombilics de la surface (fig. 1 1 5) . 




Fig. 115. 
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Fig. 116. 
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2' HypifbokMe à une nappe. — Soit 
G < o et A > B. La ligne focale dans le 
plan des xy est une ellipse extérieure à 
la surface. Dans le plan yz c'est une 
ellipse imaginaire; enfin, dans le plan 
des zx c'est une hyperbole dont les som- 
mets sont sur Taxe des x et qui est inté- 
rieure à la surface (fig. 1 1 6) . 



3* Hyperboloïde à deux nappes. -^ Soit 
G > 0, A* > B'. La ligne focale dans le 
plan des xy est une ellipse imaginaire ; dans 
le plan des yz^ c'est une ellipse dont les 
sommets sur Taxe des z sont intérieiu^ à 
\^, surface; enfm, dans le plan des zx 
c'est une hyperbole dont les sommf^ts ré^ 
gopt 3ur l'axe de9 « et plus rapprochés 
du centre que ceux de l'ellipse focale (fig. 
117). 

4"* Cône. — Dans le cône les lignes fo- 
cales se réduisent à des systèmes de droites ; 

celles qui pont situées dans le plan du plus grand angle du 

cône, sont seules réelles. 



Fig. 117. 



Tltéorème m. 



279. .^ Les lignes focales d'un cône sont perpendiculaires aux 
plans cycUqm^ d^ cône réciproque. 

Si l'équation du cône proposé est en effet 

l'équation du cône réciproque sera 
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Or les lignes focales du premier cône situéei^ dans le plan 
des xy sont représentées par T équation 



X 



y' 



et les traces des plans cycliques du second, perpendiculaires au 
plan des xy, sont représentées p^ l'équation 

et il est évident que ces équations représentent deux systèmes 
de droites respectivement perpendiculaires. 
. Nous ferons une étude spéciale du cône et de ses lignes fo- 
cales dans un chapitre suivant. 

280. — Lignes focales des surfaces dépourvues de centre. — 
On obtiendra les lignes focales des surfaces dépourvues de 
centre par la même méthode que celles des surfaces à centre, ou 
encore, en les considérant comme limites des surfaces à centre. 

Le paraboloïde elliptique admet deux 
lignes focales paraboliques ; celle qui est 
située dans le plan de la parabole prin- 
cipale du plus grand paramètre est in- 
térieure à la surface ; celle qui est si- 
tuée dans l'autre plan principal a ses 
branches infinies dirigées de l'autre 
côté et pst en partie intérieure ^ la surface (fig. 118). 

Le paraboloïde hyperbolique admçt 
aussi deux Ugnes focales paraboliques 
situées dans les deux plans principaux, 
et présentant leurs branches infinies 
dans le même sens que la section 
principale dans le plan de laquelle 
chacime d'elles se trouve (fig. 119). 

I / 

-/ 

Figt H9. 




Fig. 118. 
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281. — Distinction de deux espèces de foyers. — Nous avons 
appelé foyer d'une surface du second degré tout point-sphère 
ayant un double contact avec la surface, ou, ce qui revient au 
même, ayant avec la surface deux sections planes communes. 
Les plans de ces sections peuvent être réels ou imaginaires ; de 
là deux espèces de foyers. Nous appellerons foyers de première 
espèce ceux pour lesquels les plans des sections sont réels ; foyers 
de seconde espèce ceux poiu: lesquels ces plans sont imaginaires. 

282. — Interprétation de V équation S — LM = o. — Pour 
les foyers de première espèce, les plans L et M étant réels, 
r équation S — LM = o nous donne immédiatement cette pro- 
position : 

La distance d*un point quelconque d'une surface du second 
degré à un foyer de première espèce^ est dans un rapport con- 
stant avec la moyenne proportionnelle des distances de ce point 
aux plans menés par la directrice correspondante^ parallèlement 
aux plans cycliques réels de la surface. 

Pour un foyer de seconde espèce, L et M étant imaginaires, 
r équation ne peut pas être interprétée de la même manière. 
Mais nous avons vu qu'on peut la mettre sous la forme 

S = a(x—a)* + b(y — p)» =o. 

Si l'on cherche la distance, comptée parallèlement à un plan 
z = mxy d'un point x\ y\ :i à une droite 

x = ^, y=^y 

c'est-à-dire la distance l du point x\ y\ z' au point où la droite 
considérée est rencontrée par le plan parallèle- à 2 = mx mené 
par le point x\ y\ 2' on a 



/« = (4+m*)(x'-a)« + (y'-p)«. 
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Dans le cas qui nous occupe a et 6 sont tous deux positifs; 
si a est plus grand que 6, on peut poser i + m* = - , et Téqua- 
quation de la surface devient 

ainsi le rapport des distances est constant. 

Le plan z = mx est un des plans cycliques réels ; mais il est 
facile de le démontrer géométriquement. 

Si l'on considère tous les points de la surface situés sur un 
plan parallèle au plan z = ma?, l'extrémité de la droite qui 
mesure, parallèlement au plan z = mx^ leur distance à la di- 
rectrice, est la même pour tous, par conséquent tous les points 
de la surface situés dans ce plan sont tels que leur distance au 
foyer est dans un rapport constant à leur distance à un point 
fixe de la directrice; et, comme le lieu des points dont les 
distances à deux points fixes sont dans un rapport constant 
est une sphère, le plan considéré coupe la surface suivant un 
cercle. Ainsi 

Dans une surface du second degré la distance d'un point quel-- 
conque à un foyer de seconde espèce est proportionnelle à la dis^ 
tance de ce point à la directrice^ cette distance étant comptée pa- 
rallèlement à l'un des plans cycliques réels de la surface. 

Le rapport constant de la distance d'un point au foyer et à la 
directrice a été appelé le module de la surface. De là l'expres- 
sion de foyers modulaires qu'oa donne aux foyers de seconde 
espèce. 

Le raisonnement qui nous a servi à montrer que le plan 
j5 = mx est parallèle à un plan cyclique est en défaut quand 
le module est égal à i. Au lieu d'une sphère on a alors en 
effet un plan , par conséquent chaque plan parallèle au plan 
z = mx coupe la surface suivant une droite. La surface est 
donc un paraboloïde hyperbolique, Il est du reste facile de voir 
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que le caractère distinctif du paraboloïde hyperbolique est 
d*avoir uu module égal à i . 

Théorènie IV. 

283. — Le$ lignes focales d'une surface du second degré 
forment le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à 
la surface. 

En effet, si un cône de révolution est circonscrit à une sur- . 
face du second degré, son sommet peut être considéré comme 
im point-sphère auquel le cône est aussi circonscrit et conmie 
deux surfaces enveloppées par le même cône sont doublement 
tangentes, le sommet du cône est un foyer de la surface. 

Réciproquement, lorsque deux surfaces sont doublement tan- 
gentes, elles sont enveloppées toutes deux par deux cônes, qui 
sont de révolution^ si Time des surfaces est une sphère ; si la 
sphère se réduit à un point, les deux cônes se réduisent évi- 
demment à un seul dont le sommet est ce point et qui est 
encore de révolution ; ainsi tous les cônes de révolution, cir- 
conscrits à la surface ont leur sommet en un point des lignes 
focales, et réciproquement tout cône circonscrit à la surface 
ayant son sommet en un point des Ugnes focales est de révo- 
lution. Les lignes focales sont donc le Ueu des sommets des 
cônes de révolution circonscrits à la surface. 



CHAPITRE V. 



j^urfaodâ liomofoûales. 



284. — On appelle surfaces homofocales des surfaces ayant 
mêmes lignes focales. Il résulte de cette définition que les sur- 
faces homofocales ont mêmes directions d*axes, et que là diffé- 
rence de carrés de leurs axes de même direction est constante. 

Nous rapporterons les surfaces homofocales à leurs axes com- 
muns et nous représenterons par 

X* y* z^ 

Féquation de la première surface, flt% 6% c* pouvant être néga- 
tifs. Nous représenterons aussi par a", 6", c'* les carrés des 
axes d'une surface homofocale, ces quantités pouvant aussi être 
négatives. De sorte qu'on a 

ProU^ne. 

285. — Trouver Us surfaces homofocales à une êutface donnée 
et passant par un point donné. 

Soit 
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l'équation de la surface donnée. L'équation générale d'une sur- 
face homofocale est 



^' + _!!_ a- -il- = , . 



a^^l ' h^^X • c^—k 



En exprimant que cette surface passe par le point x\ y\zy on 
a, pour déterminer X, l'équation du troisième degré 






Cette équation a toutes ses racines réelles et inégales, car si 
on suppose que a*, 6*, c* soient dans l'ordre de grandeur crois- 
sante, on voit immédiatement sur l'équation qu'il y a une ra- 
cine comprise entre — co et a* — e, une autre entre a* + s et 
6* — e, et enfin une troisième entre 6* + s et c* — e. 

Il y a donc trois surfaces homofocales passant par un point 
donné, et il est facile de voir que l'une est un ellipsoïde, la 
seconde un hyperboloïde à une nappe, la troisième une hyperbo- 
loïde à deux nappes. Si js' = o, l'une des racines de l'équation en 
\ devient X = c* et la surface homofocale correspondante est 



JS* = o. 



Ainsi quand le point x\ y\ z' est dans l'un des plans prin- 
cipaux de la surface proposée, ce plan est l'une des trois sur- 
faces homofocales passant par ce point. Si l'on fait tendre z' 
vers o, on voit que l'une des trois surfaces s'aplatit de plus 
en plus sur le plan xy , son contour apparent sur ce plan 
s' approchant de plus en plus de la ligne focale située dans ce 
plan, de sorte que la Hmite des plans tangents menés par une 
droite extérieure se compose des plans que Ton peut mener par 
cette droite tangentiéllepaent à la ligne focale. 
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286. — Expressions des coordonnées d'un point en fonction des 
axes des surfaces homofocales passant par ce point. — Pour ré- 
soudre simplement cette question, nous prendrons pour inconnue 
dans le problème précédent Taxe des a; de la surface cherchée. Si 
Ton pose 6' — à^^k^^c^ — a'=ft%fc* et ft* pouvant être négatifs, 
les axes des x des surfaces homofocales passant par le point 
0?', y\ z' seront donnés par l'équation du troisième degré en a" 

ou 

(i ) a'« + a" (A» + A» _ a/« — y* — z») 

+ a'* [A*A« — ( A» + A*) a/* — AV* ~ **2'"] — *'*'^'* = «• 

De là on déduit, en désignant par a', a", a"' les trois axes des 
X des surfaces cherchées 



af^=z 



a'^a^^a"'* 



(6» _ a») (c« _ ô») ' 



et par symétrie 



y =7;:? 



z'« = 






287. —De l'équation (i) on déduit encore 

û'î 4.a"î + a'-'t =: a;'» + y» + s" — A* — AS 

d'où 

x'^ ^ ys ^ ^« -: a'« + é''^ + e'"», 

ce qui exprime que le carré de la distance d'un point au centre 
est égal à la somme des carrés de trois des axes des surfaces 
homofocales passant par ce point, ces axoB appartenant aux trois 

18 
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surfaces et étant dirigées suivant les trois axes de la surface 
proposée. 

On peut, comme exercice de calcul, se proposer de déduire, 
la relation précédente des valeurs de âp'S y", V* trouvées dans le 
numéro précédent. 

Vliéorème I. 

288. — Deux surfaceê homofocàles se coupent mutuellement à 
angle droit. 

Soient 

f ' 4- l! 4- £ — , 
a"* "* d"« "^ c"* ^ 

deux surfaces hoinofocales qui se coupent, x\ y\ z' un de leurs 
point d'intersections, les normales aux surfaces en ce point 
font avec les axes des angles dont les cosinus sont 





ri y' 


P'T^' 









p\ p"^ étant les distances de l'origine aux plans tangents aux 
deux surfaces. L'angle ç des deux normales est donné par la 
formule 

Or si on retranche membre à membre les équations des deux 
surfaces, en remarquant que 

o't _ ^'î s=- ^^j _ é't -. e"» — c'S 
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il tient 



On a donc COS9 = o. 



HbéoiPènie II. 



289. — La section diamétrale parallèle au plan tangent en un 
point d'une surface du second degré a ses axes parallèles aux nor- 
males aux deux surfaces homofocales à la proposée qui passent 
par ce point. 

Ces deux normales sont en effet rectangulaires et parallèles 
ail plan de la section ; il reste à voir que les cosinus de leurs 
directions vérifient la relation qui existe entre les cosinus de 
deux diamètres conjugués, c'est-à-dire que Ton a 

Mais les trois surfaces qui passent par le point a/, y\ z' étant 
homofocales, on a 

x'* y* 2'* _ 

Retranchant membre à membre, il vient 

Ce qui démontre la proposition. 

290. — Longueur des axes de la section. Si Ton désigne par 
a, p, Y les angles que fait avec les axes un rayon vecteur de la 
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surface et par p sa longueur, Téquation de la surface peut 
s'écrire 

4^ _ cos'a cos'p cos'y 

Les axes cherchés sont les rayons vecteurs de la surface qui font 
avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus sont 






On a donc pour la longueur du premier axe 






Mais nous avons 



/)'• "" a'* "^ 6'* "^ c'* 



En retranchant , il vient 



Par conséquent la valeur du premier axe est 

p'* = a' — û'», 
celle du second est de même 



p"» = a*-„a'^ 
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291. — Si l'on désigne par p la distance de l'origine au plan 
tangent à la surface proposée au point a?', y', «', on a, d'a- 
près le second théorème d'Apollonius, 

^p'p"= abc; 
donc 



f = 



(a'* — a*)(a''^a'y 



Considérons maintenant une surface du second degré 

^, + 5. + -, - «^ 

et appelons a', a", a"\ b\ 6", b"\ c\ c", c'" les axes des trois sur- 
faces homofocales qui passent par un point quelconque x\ y\ i^ 
et f\p'\p'" les distances de l'origine aux plans tangents à ces 
trois surfaces, on a 



On remarque de suite l'analogie qui existe entre ces valeurs 
de f/,p",p'" et les valeurs données précédemment pour a?', y', s' 
(n* 286). On peut interpréter cette analogie de la manière sui- 
vante: Si l'on prenait pour axes coordonnés les normales à 
trois surfaces homofocales en leur point de rencontre, p', p", p"' 
seraient les coordonnées du centre de ces surfaces. La symétrie 
observée montre qu'il y a trois surfaces homofocales entre 
elles, ayant poiu* dh-ections d'axes les normales aux premières 
surfaces homofocales considérées, passant par le centre de ces 
surfaces et tangentes à leurs plaps principaux ; les carrés des 
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axes de la surface tangente à yz sont a'S a-", a"" ^ ceux de la 
surface tangente à zo;, fr'% è"% 6^"i enfip ceux de la surface 
tangente à xy, c'*, c"*, c"". 

De plus, d'après le numéro précédent, si par le point x\y'yZ^ on 
mène un plan parallèle au plan ajy, il déterminera dans la sur- 
face qui est tangente à ce plan une section, dont les axes sont 
parallèles à ox et oy; les carrés de ces axes sont c' — a^^c* — 6* ; 
ce plan coupe donc la surface suivant une courbe plane égale 
et parallèle à la conjuguée de la ligne focale dans le plan xy. 
(Nous appelons ici lignes conjuguées des courbes ayant mêmes 
directions d'^es et dont les carrés des axes sont égaux et de 
signes contraires.) 

ProUènte H. 

292. — Trauf9êr le lieu du p6le (f tin pian donné par rappori à 
un système de surfaces homofocales. 

Soit 

Ax + By + Cz = i 

le plan donné, Ç, v), Ç les coordonnées de son pôle qu'on ob- 
tiendra en identifiant l'équation précédente avec F équation 

Cette identification donne 



ô»_x * i«— X ' c*— X 

Si l'on élimine X entre ces équations, il vient pour les équations 
du lieu 

Le lieu est donc une droite perpendiculaire au plan. 
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Il résulte de là que U lieu du pôle d'un plan tangent à une 
surface du second degré par rapport atia; surfaces homofoeales 
est la normale au point d$ contact. 

Le problème précédent donne aussi immédiatement la solu- 
tion de cette question : Trouver les surfaces homofoeales à une 
surface donnée^ et tangentes à un plan donnée car il permet de dé- 
terminer le point de contact. 

Vliéorèiiie m. 

298. — Les axes d^un cône circonscrit à une surface sont 
les normales aux trois surfaces homofoeales passant par son 
sommet. 

Il résulte, en effet, de la remarque faite dans le dernier nu- 
méro, que le trièdre formé par ces trois normales est réci- 
proque par rapport à la surface proposée, et par suite par rap- 
port au cône; car il a son sommet au sommet du cône et les 
trois points où ses arêtes rencontrent le plan de contact du cône 
forment un triangle réciproque par rapport à la courbe de con- 
tact. Les arêtes de ce trièdre forment donc un système de dia- 
mètres conjugués du cône, et comme le trièdre est trirectangle, 
ses arêtes sont les axes du cône. 

Si la surface donnée s'aplatit de plus en plus, en restant ho- 
mofocale à elle-même, le cône circonscrit tendra vers le cône 
focal, c'est-à-dire vers le cône ayant pour base la ligne focale 
dans le plan avec lequel la surface tend à se confondre ; il en 
résulte que le plan tangent à une surface est un des plans prin-* 
cipaux du cône focal correspondant, et par conséquent les plans 
menés par une tangente à une surface tangentiellement au cône, 
focal du point de contact^ font des angles égaux avec le plan tan-- 
gent à la surface. 

Cette propriété est analogue à celle des rayons vecteurs des 
foyers dans les courbes du second degré. 

Si la surface proposée devient un cône, on a cette propo- 
sition : 
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Les plans qui passent par les deux Ugnes focales d'un cône et 
par une même génératrice font des angles égaux avec le plan tanr 
gent au cône le long de celte génératrice. 

294. — Équation du cône circonscrit rapporté à ses axes. — 
Soient a, p, y ^^^ angles que fait avec les axes du cône une 
normale quelconque à ce cône. La somme des carrés des pro- 
jections des axes d'une des trois surfaces homofocales ayant 
pour centre le sommet du cône et passant par le centre de la 
surface à laquelle le cône est circonscrit, est égale à la somme 
des carrés des projections de trois quelconques des diamètres 
conjugués de cette surface. Prenons par exemple celle des trois 
surfaces qui a pour axes a', a", a"\ La somme des carrés des 
projections des axes de cette surface sur la normale au cône 
est 

«'*cos*a + û"«cos*p + a"'«cos'Y , 

et cette quantité est égale à la somme des carrés des projec- 
tions de trois diamètres conjugués quelconques de la surface. 
Or nous connaissons un système de diamètres conjugués de cette 
surface, celui qui est formé par le rayon vecteur mené du som- 
met du cône au centre de la smface à laquelle le cône est cir- 
conscrit, et par deux droites égales et parallèles aux axes de la 
courbe conjuguée à la ligne focale de cette surface dans le plan 
yz. La quantité écrite plus haut est donc égale à la somme des 
carrés des projections de ces trois droites sur la normale au 
cône. Mais les projections de chacune de ces trois droites ne 
changent pas, lorsqu'on déplace le sommet du cône dans le 
plan tangent perpendiculaire à la normale considérée. Nous 
pouvons donc, pour évaluer la quantité précédente, supposer le 
sommet du cône sur la sm'face primitive, ce qui réduit le cône 
à un plan; alors a" devient a*, cos'a devient i, et les autres 
cosinus 0. Par conséquent on a la relation 

a'«C08* + a"»cos'P + a"*cos*T = a». 
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que Ton peut encore écrire 

(a'« — (î')cos»a + (a"* — a«)cos«p + (a"' - û«)cos«y =^ o. 

Comme a, p, y sont les angles d'une normale quelconque au 
cône circonscrit proposé, avec les directions de ses axes, l'é- 
quation du cône réciproque rapportée aux mêmes axes est 

(a'» — a») x^ + (a"« ~ û«; y« + (a"* — a«) 2« = o , 

et par conséquent l'équation du cône circonscrit lui-même, 
rapporté à ses axes , est 

■ X* I. y' I ^* 



Théorème IV. 

295. — Les cônes ayant pour sommet un point fixe et circon- 
scrits à une série de surfaces homofocales sont homofocaux, et 
leurs lignes focales sont situées sur les surfaces homofocales qui 
passent par le sommet. 

Il est d'abord évident que tous les cônes considérés ont 
mêmes directions d'axes, puisque ce sont les directions des 
normales aux trois surfaces homofocales passant par le sommet. 
L'équation de ces cônes, rapportés à leurs axes, montre de 
plus que la différence des carrés de leurs axes est constante. 
Tous les cônes considérés sont donc homofocaux ; si l'on prend 
les axes des cônes pour axes des coordonnées, le système des 
deux droites focales situées dans le plan xy est représenté par 
l'équation 

X* , y' _ 

Le plan, mené par le centre des surfaces homofocales, pa- 
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rallèlement au plan xy^ coupe Tune des surfaces homofocales 
qui passe par le sommet du cône, suivant la conique (n** 290) 

««'i _ a'« + a'"« — fl"* "" ^' 

la section par le plan parallèle mené par l'origine, a pour équa* 
tion 

^* I y' — n 



a'"^-^a'* • a"'^ — a"^ 



ce qui démontre la seconde partie de la proposition. 

296. — Surfaces homofocales tangentes à une droite. Soit A 
un point de cette droite ; prenons pour axes des coordonnées 
les normales aux surfaces homofocales passant par ce point , et 
soient a', a", a'" les axesde ces siu*faces parallèles àTaxea de la 
surface cherchée. La surface cherchée étant tangente à la droite 
donnée, en un certain point M , cette droite est une génératrice 
du cône ayant pour sommet le point A et circonscrit à cette 
surface ; si donc a, p, y sont les angles de la droite avec les 
axes que nous avons choisis, on aura (n** 294) 

COS^a COS'P COS^Y 



«'- — «' ' a" — a' ' a' — a 



Cette équation étant du second degré en a*, il y a deux suriacea 
homofocales tangentes à la droite donnée. Soient a\ et a', les 
racines, on verra aisément que les deux cônes 

û'* — a\ ■*" a"* — û\ "^ a'"^ — a^ ~" ®' 

a'* — a\ ^ d'^ — û% ^ a'''*— a% 

se coupent à angle droit. Ainsi , 
On 'fivski VMfni^T d$ua surfaces homofocales tangentes à une 



1 
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droite^ et Un dmx flans tangents au point de contact sont rec* 
tangulaires. 

On peut encore énoncer cette proposition de la manière sui- 
vante : 

Les cônes circonscrits à deux surfaces homofocales et ayant 
même sommet se coupent à angle droit. 

Nous donnerons maintenant un exemple de l'emploi de la 
théorie précédente. 

297. — Irouver le lieu du sommet iun trièdre irireetangU 
dont les arêtes sont tangentes à une surface du second degré. 

Prenons pour axes des coordonnées les axes de la surface 
donnée S 

a» "*" 6» "^ c« ~^ ' 

et soient a?, y, z les coordonnées d'un point M du lieu. Appe- 
lons a, p, Y les angles que fait une des tangentes à la surface 
avec les axes du cône circonscrit ayant pour sommet le point M ; 
a', p'^ y' les angles que fait la seconde arête du trièdre avec 
le§ mêmes axes, a", p", y" les angles de la troisième. Ces trois 
droites étapt 3ur le cône circonscrit, on a, en appelant a\ a", 
a'" les axes parallèles à Taxe a de la surface S, des surfaces 
homofocales passant par le point M 

cos*a cos*p cos*Y 

a'* — a* *^ a"* - a* ^ a'"^ — a« ^ ^' 

COS*a' COS*P' COs'-y' __ 

a'^^a^ + û'^'-^û* + a!"^— a^ ^ ^' 
cos*a" , cos'&" , cosN" 

d'où, en ajoutant 



i'« — a» "^ a"» — a' "^ a'"* — a» "~ 



L. 
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Biais les quantités a'* — a", a"' — a% a"" — a* sont les trois ra- 
cines de l'équation 

x^ v' 2* 

ou 

X»+ X* (x» + y» + 2« -. a*— *• - c*) 

La somme des inverses des racines de cette équation est égale 
au coeflScient de \ divisé par P; on a donc pour l'équation du 
lieu cherché 

298. — J)e% points correspondants. Si a^ b^ c^ a\ b\ c' sont 
les axes de deux surfaces homofocales , deux points x, y , 2 , 
a;', y\ s! de ces surfaces sont dits correspondants lorsque 



X x' y y' z z! 
â""^' b'^'b" c""?' 

A un point d'une surface correspondent sur les surfaces ho- 
mofocales de même espèce les points situés sur l'intersection des 
deux autres surfaces homofocales passant par ce point; car 
on a 



et -7|- reste par suite constant tant que a''% a'"^ restent constants, 

c'est-à-dire quand on se déplace le long de l'intersection des 
deux surfaces a" et a'". 



Tltéorènte ^. 



299. — La somme des carrés des distances au centre de deux 
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points situés sur deux ellipsoïdes homofocaux est égale à la somme 
des carrés des distances au centre des deux points correspondants. 
Appelons m et m' les distances du centre à deux points cor- 
respondants M et M' des deux ellipsoïdes, nous aurons 

m'« — nj» = jr'« — x«+y'« — y' + z"— z« = a'*— a». 

Appelons n et n' les distances du centre à deux points cor- 
respondants N et N', nous aurons de même • 

on en déduit 

m» + n'» = w'»+n«. 



Tltéorème TI. 



300. La distance de deux points situés sur deux ellipsoïdes 
homofocaux est égale à la distance des points correspondants. 

Si Ton désigne par a?, y, s les coordonnées du point M, et 
par ir,, y,, js^ celles du point N, on a 



On en conclut que les distances MN' et M'N sont égales. 

Ce théorème , dû à Ivory , sert dans la solution du problème 
de l'attraction des ellipsoïdes. 



CHAPITRE VI. 



Oône et ellipse spliériqne. 



301. — Tout cône de Tordre m peut être considéré comme 
un cône ayant pour base une courbe plane de Tordre m; il en 
résulte que les propriétés descriptives des lignes planes algé- 
briques, où Ton ne fait intervenir que des points et deê drœtes, 
se transforment en propriétés du cône ; les points et les droites 
sont remplacés par des droites et des plans passant au som- 
met du cône, et vice versa. Ainsi, par exemples, les théorèmes 
des hexagones inscrits et circonscrits, des polygones pivotants,. . . 
dans les courbes du second degré, donnent des propriétés ana- 
logues dans les cônes du second degré. 

Imaginons une sphère ayant son sommet au centre da cône; 
le cône tracera une courbe sur la surface de la sphère; les 
droites et les plans menées par le sommet détermineront des 
points et des arcs de grand cercle. La figure ainsi formée, per- 
spective sur la sphère de la figure plane, est d'un emploi com- 
mode pour exprimer les propriétés des cônes. Deux courbes 
quelconques tracées sur la sphère, se coupent sous le même 
angle que les cônes qui ont ces courbes pour bases. Un cône du se- 
cond degré trace sur la sphère deux courbes fermées symétriques 
et égales dont Tensemble a reçu le nom de conique sphérique; 
chacune d'elles considérée isolément s'appelle ellipse sphérique. 

La ccmique sphérique admet trois axes de symétrie, qui sont 
les intersections de la sphère par les plans principaux du cône ; 
elle admet aussi six centres, qui sont les points où la sphère 
est rencontrée par les axes. Chaque ellipse sphérique admet un 
centre intérieur qui est T extrémité de Taxe intérieur au cône; 
elle admet aussi deux axes de symétrie rectangulaire qui sont 
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les intersections de la sphère par les plans principaux du cône 
passant par Taxe intérieur. 

302. — Pôles et polaires sphiriques. — Le rapport anhar* 
monique de quatre points en ligne droite dans le plan, étant 
égal au rapport anharmonique du faisceau des quatre droite?, 
est aussi égal au rapport anharmonique des points sur la sphère, 
si Ton prend dans l'évaluation de ce rapport les sinus des arcs 
et non ces arcs eux-mêmes. A quatre points conjugués harmo- 
niques dans le plan, correspondront quatre points conjugués 
harmoniques sur la sphère. Par suite, la polaire d'un point par 
rapport à la base du cône étant une droite, la polaire d'un point 
par rapport à une ellipse sphérique sera un grand cercle. 

On pourra donc, en prenant pour directrice une ellipse sphé- 
rique construire sur la sphère des courbes polaires réciproques, 
et chaque théorème donnera naissance à un théorème corrélatif. 

Il existe sur la sphère un autre mode de transformation des 
figures fréquemment employé et intéressant en lui-même, parce 
que c'est le premier exemple de la dualité des propriétés de 
l'étendue. C'est le mode de transformation étudié en géomé- 
trie sphérique, dans lequel on fait correspondre à un triangle 
le triangle supplémentaire. Voici comment on peut déduire ce 
mode particulier de la transformation par les polaires réci- 
proques dans l'espace* 

Considérons ime sphère de rayon r; un point placé sur le 
rayon OM, à une distance d du centre, a pour plan polaire un 
plan perpendiculaire à OM et à une distance du centre égale 

à -j . Comme cette distance tend vers o en même temps que r, 

les plans polaires des divers points de la droite OM , par rap- 
port à une sphère de rayon infiniment petit, coïncident avec le 
plan mené par le point perpendiculairement à OM ; on peut 
donc regarder ce plan comme étant le plan polaire de la 
droite OM. Par suite, si on a une figure formée de droites et 
de plans passant ps^ le même point 0^ on obtiendra la figure 
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corrélative en menant des plans et des droites perpendiculmres 
aux droites et aux plans de la première figure. Sur la sphère, on 
substituera à un grand cercle son pôle, et réciproquement. 
Dans ce système, à un cône du second degré, correspond le 
cône supplémentaire. 

Une propriété remarquable de ce mode de corrélation sur la 
sphère, est exprimée par la formule 

dans laquelle S désigne l'aire sphérique comprise dans une ligne 
fermée quelconque, aire rapportée au triangle sphérique tri- 
rectangle comme unité, L le contour de la figure supplémen- 
taire, mesuré avec le quadrant pour unité. 

En effet, l'aire d'un polygone sphérique de n cotés, dont 
A, B, C... sont les angles, est 

S= A + B + C — a(n— a). 

Les côtés a, 6, c,... du polygone corrélatif sont supplémentaires 
des angles du premier ; 

a r= a — A, ô = 2 — B, c = 2 — C.... 

En ajoutant membre à membre, on trouve S + L = 4. 

303. — Foyers de V ellipse sphérique. — Nous avons vu, dans 

la théorie des lignes focales, que 
les lignes focales du cône se com- 
posent de deux droites situées 
dans le plan du plus grand angle 
du cône, passant par son sommet, 
intérieures à la surface et symé- 
triques par rapport aux plans prin- 
cipaux. Soient OA etOB (fig. 120) 
les génératrices du plus grand angle du cône, que nous suppo- 
sons être dans le plan zx, OM et OM' les deux lignes focales. 
A un foyer quelconque F correspond une directrice GE perpen- 
diculaire au plan zx^ et située dans le plan mené par le point F 




Fig. lîO. 
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perpendiculairement à la ligne focale (n** 276); de plus les 
quatre points E, F, G, D forment une proportion harmonique 
(n** 277). De là il résulte que le lieu des directrices qui corres- 
pondent aux foyers situés sur OM est un plan perpendiculaire 
à zx dont la trace 01 est conjuguée harmonique de OM par rap- 
port à l'angle BOA. Ce plan est dit le plan directeur corres- 
pondant à la ligne focale OM. A la droite OM' correspond de 
même un plan directeur 01' symétrique du précédent. 

Il y a donc dans l'ellipse sphérique deux foyers situés sur le 
grand axe; à chacun d'eux correspond une directrice^ arc de 
grand cercle perpendiculahre au grand axe. 

Théorème I. 

• 

804. — Le rapport des sinus des distances Sun point d'une 
ellipse sphérique à un foyer et à la directrice correspondante est 
constant. 

Nous savons que le plan mené par le foyer F et la directrice 
EG est perpendiculaire à la ligne focale OM, et coupe le cône 
suivant une ellipse dont F est un foyer et EG la directrice. 
Si P est un point de cette elUpse, on a donc 

PF 

---. = constante. 

PQ 

Mais si l'on désigne par a et p les angles dé la génératrice OP 
avec OF et le plan directeur, par y l'angle du plan de l'ellipse 
et du plan directeur, par / la distance OP, on a 

PF= Zsma,PQ = -^— i-. 

smY 

_ sina 

Donc '-. — r = constante» ' 

smp 

puisque y est un angle constant. De là résulte le théorème 

énoncé. 

19 
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Pour avoir le théorème corrélatif dans la transformation par 
les figures supplémentaires , il faut remarquer que les lignes 
focales d'un cône étant perpendiculaires aux plans cycliques du 
cône réciproque (n" 879), les foyers se transformeront en arcs 
cycliques; on peut donc énoncer ainsi le théorème corrélatif: 

Étant donnés un point de la $phèr$ et un grand cercle^ si un 
Qutr$ grand cerck se meut de manière que le sinus de Vangle qu'il 
fait avec le plan fixe soit au sinus de Varc perpendiculaire mené 
par le point fixe dans un rapport corutanlt le cercU mQbUe en- 
veloppe une ellipse sphérique^ dont le cercle fixe est ïun des arcs 
cycliques. 

Tltèorènie II. 

305. — La somme des rayons vecteurs qui joignent un point 
quelconque d'une ellipse sphirique à ses deuoç foyers intérieurs est 
constante. 

Pour démontrer cette proposition, cherchons l'équation du 
plan directeur correspondant à une ligne focale, Ce plan étant 
perpendiculaire à zx^ son équation est celle de sa. trace sur 
le plan zx; c'est l'équation de la droite qui fait ayec la ligne 
focale et les côtés du plus grand angle du cône un faisçe^ 
harmonique. Soit le cône 

X* f y* a* 

«« ^ b' c» "^ ""• 

Les lignes focales OM et ON ont pour équations 

X z 



les plans directeurs 01 et 01' 

a c * 

Prenons sur une génératrice quelconque du cône un point à une 
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distance i de l'origine; les coordonnées a?, i/, z de ce point 
sont égales aux cosinus des angles que fait la génératrice avec 
les axes. Les angles o) et o)' de la génératrice avec les deux li- 
gnes focales sont données par les formules 

costû = A (x \/a* — i« + z v/c*-pT*) , 
cos cii'^ A ( — X v/a*— 6* + z v^c*+ *') > 

A étant une constante. 

De plus, d'après le théorème précédant, le sinus de l'angle 
que fait une génératrice avec ime ligne focale est propor- 
tionnel âti âiûus de Tanglé qu'elle fait aveô le plan directeur ; 
on a donc 

De ces expressions, ofi déduit 

stn(ui+coO:^iiAB g' (û^ -*») + J (^•+ 6«)]. 

Mais le point x^y^z étant à une distance de l'origine égale 
à i et sur le cône, on a 









x* + y* + z*z=i, 








ar' 


1— x*-^z' a' 
6» c'~" 


= 0, 








-*') + ^(A*+o') = 


= 1. 




Donc 












sin (o) -f* ** 


')=s3AB(a»+c') = 


eondtante, 


et 


pat suite aussi 












(i> -J- 0^ = constante, 
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Tltéorème corrélaUf. 



La somme des angles que fait une tangente quelconque à une 
ellipse sphérique avec les deux arcs cycliques est constante. 
Ce qui peut encore s'énoncer mnsi : 

Une ellipse sphérique est Venveloppe de la base d'un triangle 
dont deux côtés sont fixes^ et Vaire constante; les deux côtés fixes 
sont les arcs cycliqu^es de f ellipse. 

Théorème m. 

306. — La tangente à f ellipse sphérique fait des angles égaux 
avec les rayons vecteurs du point de contact. 

Nous avons déjà démontré cette proposition dans le chapitre 
précédent; mais on peut la déduire du théorème II par des 
considérations analogues à celles que l'on a employées pour dé- 
montrer la même proposition dans l'ellipse plane. 

Théorème corrélatif. 

Les portions d'une tangente à V ellipse sphérique comprise entre 
le point de contact et les deux arcs cycliques sont égales. 

Ou bien encore 

Le côté mobile du triangle d'aire constante qui enveloppe une 
ellipse^ touche cette courbe en son milieu. 

Nous laisserons encore au lecteur le soin de démontrer les 
deux théorèmes suivants, par des considérations géométriques 
analogues à celles que l'on emploie pour les propositions cor- 
respondantes dans l'ellipse plane. 

I. — Les deux tangentes que Von peut mener d'un point à une 
ellipse sphérique font des angles égaux avec les rayons vecteurs 
qui joignent ce point aux deux foyers. . 

II, — Xe rayon vecteur mené d'un foyer à un point quelconqw, 
partage en deux parties égales^ V angle des rayons vecteurs menés 
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du même foyer atix points de contact des tangentes à VelUpse 
menées par ce point. 

Les figures supplémentaires nous donnent, pour les théo- 
rèmes corrélatifs : 

I. — Si Von mène un grand cercle sécant qu^lconqu^^ les por- 
tions de ce grand cercle comprises entre VelUpse sphérique et les 
deux arcs cycliques sont égales. 

IL — Si par deux points d*un arc cyclique on mène des tan- 
gentes à une ellipse sphérique^ la corde de contact divise cet arc 
cyclique en deux parties égales. 

Tltéorènie T¥* 

307. — Le produit des sinus des perpendiculaires menées d'un 
point d'une ellipse sphérique sur les deux arcs cycliques^ est con-^ 
stant. 

Si Ton désigne en effet par a= o, p= o les équations des plans 
cycliques, l'équation du cône peut s'écrire 

^' + y* + z* = ftap. 

Mais si a?, y, z est un point de l'ellipse sphérique, a et p re- 
présentent des facteurs constants près les sinus des distances de 
ce point aux arcs cycliques, x' + !/* + ^*=^* le carré du rayon 
de la sphère, le théorème énoncé n'est donc que l'interprétation 
de l'équation précédente. 
On peut encore énoncer ce théorème de la manière suivante : 
Si un triangle a une base fixe et que le produit des cosinus des 
deux autres côtés soit constant ^ le lieu du sommet du triangle est 
utie ellipse sphérique^ dont les arcs cycliques ont pour pôles les 
extrémités fixes de la base du triangle. 

Théorème corrélatif. 

Le produit des sinus des perpendiculaires menées des deux 
foyers sur une tangente à VelUpse sphérique est constant. 

308. — En intei'prétant comme dans le numéro précédent les 
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différentes formes de l'équation du cône, on sera conduit à des 
théorèmes sur Tellipse sphérique. Ainsi, a, jî, y, S représentant 
les plans d'un quadrilatère inscrit dans une ellipse sphérique, 
l'équation du cône peut se mettre sous la forme 

ce qui montre que le produit des sinus des distances d'un point 
de l'ellipse à deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit est 
dans un rapport constant avec le produit des sinus des dis- 
tances aux deux autres côtés. 

Si a et p représentent les plans de deux tangentes à une el- 
lipse sphérique, y le plan de la coi*de dô contact, l'équation du 
cône peut se mettre sous la forme 

ap = ^Y*- 

Donc, la moyenne géométrique des sinus des distancée d'un 
point d'une ellipse à deux tangentes fixes^ est proportionnelle à 
la distance de ce point à la corde de contact. 

Théorème T. 

309. — Les quatre points où les deux arcs cycliques sont ren~ 
contrés par deux tangentes sont sur un même petit cercle. 

Soient en effet L = o, M = o les plans des deux tangentes, 
R = o le plan de la corde de contact. L'équation du cône est 
de la forme LM = R% nous avons aussi vu qu elle est de la 
forme 

a et p représentant ces plans cycliques ; ces deux équations doi- 
vent être identiques. Donc on a identiquement, en supposant 
qu'on a multiplié les deux membres de la première de ces équa- 
tions par un facteur convenable, facteur que nous supposerons 
entrer dans L et R, 

a;«-f y« 4- 2«_ R<=: «P - LM. 
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Gommer l'équation a^ — LM = o représente sur la sphère une 
courbe passant par les quatre points considéréa et que Féquation 
^* + y* + ^* — R* = 0, qui lui est identique, représente sur la 
sphère un petit cercle dont le plan est parallèle à R, ou, ce qui 
revient au même, ayant même pôle que R, on voit]que les qua^e 
points considérés sont sur un même petit cercle ayant même pôle 
que la corde de contact. 

Théorème corrélatif. 

Le quadrilatère ayant pour côtés les rayons vecteurs mené$ 
des foyers à deux points de V ellipse sphérique , est circonscriptible 
à un petit cercle. 

310. — Coordonnées sur la sphère. On détermine générale^- 
ment la position d'un point sur la sphère à l'aide de deux 
coordonnées que l'on nomme longitude et latitude ; maiîs dans 
beaucoup de cas, ce système n'est pas le plus commode. 

Un rayon OM est déterminé lorsqu'on 

A 1 ^ X u 

connaît les rapports Ç = ~ , tj = ^ 

entre les coordonnées rectilignes or^ 

thogonales d'un quelconque de ses 

points. Nous appelons ces rapports 

^'^^' ***• . coordonnées du rayon ou coordonnées 

du point M où le rayon perce la sphère. Projetons le rayon OM 

sur les deux plans zox^ zoy ; on a 

î — tangCQ; ^= tangCP. 

z z 

Ainsi, dans ce système, les coordonnées Ç, t) d'un point M 
sont les tangentes des arcs GQ , GP interceptés sur deux cercles 
rectangulaires fixes par les arcs menés d'un point quelconque 
perpendiculairement aux premiers. Lorsque les axes primitifs 

sont obliques, la signification géométrique des rapports - , - 

z z 
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ne peut plus s'énoncer d'une manière aussi simple , mais ces 
rapports déterminent toujours sans ambiguïté la position d'un 
point de la sphère. Une équation fil. y\) = o représente une 
courbe tracée sur la surface de la sphère. 
, L'équation du premier degré 

AÇ -f Btï + C = o 
devient 

Aar + By + Cz = o. 

lorsqu'on remplace les coordonnées Ç, t), par les coordonnées 

rectilignes -, -; cette dernière équation représente un plan 

passant par l'origine ; donc la première représente sur la sphère 
un grand cercle. 

En général, une équation algébrique et entière du degré m 
devient, par cette substitution, une équation algébrique entière 
et homogène du degré m; elle représente par conséquent un 
cône du degré m. Or, si l'on change la direction des axes 
oxy oy, oz sans changer l'origine, l'équation homogène se 
transforme en une autre équation homogène de même degré 
en x\ t/y z\ de sorte qu'en divisant par js'**, on aura encore une 
équation du degré m en Ç', tj'. Une transformation de coordonnées 
n'altère donc pas le degré d'une équation algébrique entière, 
ce qui amène naturellement à la classification des courbes sphé- 
riques algébriques d'après le degré des équations. 

Au moyen de ces coordonnées , on peut étudier les courbes 
sphériques de la même manière que l'on a étudié les lignes 
planes au moyen des coordonnées rectilignes. 



FIN. 
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seignement scientifique des lycées, in-S", 
avec fig. dans le texte. 2 fr. 2.«> 

STERN ( le Docteur M. A.) , profeueur à 
l'Université de GUttingue. RÉsoLCtioir 

DES ÉQUATIONS TRANSCENDAKTCil. Ott- 

vrage couronné par la Société des scien- 
ces de Danemark; traduit et annolé pir 
K. LÊVY, agrégé des sciences. In-i** avec 
fig. dans le texte. Pari.*, issB. i Jr. 75 

La résolmlon des éqnailons lranscendante.<( 
est exigée pour PadoiUsion h l'Éuole^oly techni- 
que. C'est nbo des théories meotionDèes dans 
le Programme oflicicl. 

I.CS Traités d'algèbre soat, à ce »njel , tooi à 
fait insuOisants — U piibitçatfon do travail re- 
marquable du Dr SIERN est un véritable serrice 
rendu à renseignement. 



Pniii. — ImpriiîJtî pir E. TncNOT otC, 2G, rue lla»-inf. 



